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Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken. 


I. 


8.1, 2.16 a; 2.12): „=F, (...)=0, 

_— ee 

3 1,2.10v.u. on Z.i11v. SS „2,=II“. 
In Lies Handschrift, die erhalten ist, 
steht: 9, = ®,. 

8.2, Z.10f. (25, Z. 11): 
später noch öfters. 

8.2, 2.15 (25, 2.15): „ohne weiter‘, so 
später noch oft. 

S. 2, 2.16 (25, 2.17): In Lies Hand- 
schrift ist „drei‘‘ unterstrichen. 

S. 2, 19f. (25, Z. 20): „Man anwendet 
hierbei...‘, ähnlich später öfters. 

8. 2, Z.11 v.u. (26, 2.5): „dessen In- 
tegral‘‘. 

S.2,2.4v.u.(25,2.4v.u.): „so läßt sich‘*. 

8.3,2.7(26, 2.12): II(p,g) statt D(p,g), 
wie in der Handschrift stweht. 

S.3, 2.9 (26, Z.14): „transformiert‘. 

S.3,2.16v.u.(27,2.1): „Kegelschnitte‘. 

S.3, 2.4v.u. (26,2.4v.u.): „statt alle“. 


II. 

S. 5, Z. 10-12 (28, Z. 8-10): 
auf einenaturgemäße...des 
... beruht“. 

S.5, 2.13 (28, 2.10): „alle bisher ge- 
gebene‘‘, so später noch, öfters. 

S.5,2.4v.u(28,2.4v.u.): „auf die Auf- 
stellung‘. 

8.6, 2.38 (29, 2.5): „1.“ fehlt. 

S.6, 2.13 (29, 2.15): „p Gleichungen“. 

8.6,2.17v.u.(29,2.8v.u.): „auf eine 
konsequente“, so noch öfters. 

S.6,2.15,14 v.u. (29, 2.6 v.u.,30, 2.1): 
„zur Akademie indem Christiania an (...), 
ich einerseits‘ ; dieSonderabdrückehaben 
„in“ statt „indem“. 


„in Sept.“, so 


„die 
... Verfahren 


S.7, 2.7 (30, 2.14): „eine charakteristi- 
sche Streife‘“, so später noch öfters. 

S.7,2.10f.(30,Z.17,19): „fand in 1819, 
„Methode in 1837‘, so später noch öfters. 

S.8, 2.1 v.u. (32, Z. 18): „mit dem 
Büschel“. 

8.9, 2.19;10,2.2(38, Z. 3, 21): „dp,“ 
statt: „— dp“. 


IV. 
S. 16, Z. 15 v.u. (474, 2.5): „n—1 
Klassen‘. 
S.16,2.8v.u. (474, 2.16): „Den Aus- 
gangspunkt“. 
8. AIR MI, ZI UI 
statt: „70, 


S. 20, 2.4 (479, 2.9): „Klassenteilung“. 
S.20, 2.8v.u. (480, 2.12 v.u.): „eine 
Gleichung“. 
8.21, 2.12v.u.(481, 2.3v.u.): „1,2, 
n Gleichungen‘. 
8.22, Z.16 (483, 2.9): 
Par.“ da, + sed + zn aa 
8.24, 2. yes u. cast, 
oF 
= 5 AR: Pag: 
S. 24, Z.2 v. u. (487, 2. 9): „noch p, 
und dp,“. 
S.25, 2.8v.u.(488,2.7v.u.): „von % 
die von f nach sich“. 


i h # 
S. 27, Z. 7 (132, Z. 6): „Ich erlaube 
mich daher“, so später noch öfters. 
8.28, 2.1 (133, Z.4): „welche meine 
neue Integrationsmethode analog ist“. 
VII. 
S. 32, Z. ı1f. (16, Z. 10f.): 


2.2): 


„a 


„weiter 


in dieselbe Richtung‘. 
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8.32, 2.13f. (16, 2.12f.): „diese neue 
und nach meiner Auffassung wichtige 
Theorien‘. 

8.33, 2.18,14 v.u.(17,2.16,12v.u.): „in 
der Lage“. 

S. 34, Z. 13, 18 (18, Z. 13£., 20): „an“ 
fehlt. — „an welcher alle « gehören‘. 

S.34, 2.14; 35, Z. 4; 36, 2.18 (18, 2. 15; 
19,2.7;20, 2.18): Diese drei Sätze haben 
im Originale keine Nummern. 

8.34, 2.10,9 v.u. (19, 2. 2f.): „Gruppe, 
an welcher auch U_gr17 27:3 4, 8% 
hören“. 

S. 35, Z. 10 (19, 2. 13): „von einan- 
dern“, so noch öfters. 

S. 35, Z. 11 (19, Z. 15): (u,u,) statt: 
(u,u,)- 

S.35,2.6,5v.u.;36,2.21,20v.u.(20,2.15 
und 9, 8 v. u.): „jede Größe der beiden 
Reihen“. 

8.35, 2.2 v.u.;36, 2.17 v.u. (20, 2.11,5 
v. u): „der zweiten Reihe“. 

S. 37, Z.1 (21, 2.3): „unsere lineare“. 

S.37, 2.8 v.u. (21,2.1v.u.): „nach sich 
zieht‘. 

S.39, 2.1 (23, Z.13f.): „brauchen nicht 
Gruppen, die miteinandern in Involution 
liegen, reciproke‘. 

S. 39, Z.4 (23, Z. 16): „mit mehreren 
Gliedern“. 

S. 40, Z. 15 (25, Z. 6): „es ist aber 
eben“. 

S.40, 2.15 v.u. (25, 2.18): „und setzt 
diese‘‘. 

S.40, 2.5v.u. (25, 2.7 v.u.): „niemals 
mehrere.‘ 

S. 41, Z. 18 (26, Z. 18): „des vollstän- 
diges Systems‘. 

S. 42, 2.3 (27, Z. 12): „dieses Para- 
graphes‘‘: so noch öfters. 

S.43, 2. 7 (28, Z. 16): „Glieder von 
(u, ... u,)' s Polargruppe sind‘. 

S.43, 2.4 v.u. (29, Z. 8): 


„ da Ri dn „ 
nl Fran (U %._ 2) dw, 


S. 44, 2. 18,13 v. u. (29, Z. 1 v.u., 80, 
Z.5): (B) statt: (0). 


Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 44, Z. 11 v. u. (30, Z. 8): „in jeder 
(r — 2)-gliedrigen“. 

S.44, 2.3 v.u. (30, Z. 15): „Funktion 
der Gruppe“. 

S.45, 2.17 v. u. (31, Z. 4): Das „an“ 
fehlt, so noch öfter, doch habe ich es 
später nicht immer hinzugefügt. 

S.45,2.7 v.u. (31, 2.14): „ist, an- 
wendet man eine neue Zerlegung“ 

S.46, 2.3 (31, 2.12 v.u.): „Keine aus- 
gezeichnete“. 

S. 46, Z. 12 v. u. (32, 2. 14): „Voraus- 
setzung“. 

8. 46, 2.4 v.u. (32, 2.13 v.u.): „weil 
linke Seite‘‘. 

S. 47, 2.9 (32, Z.1 v.u.): „die beiden 
... Corollar‘; so öfters. 

S. 47, Z. 11 (33, Z. 2): „2q Glieder“. 

8.48, Z.16,15 v.u. (34, Z.16,15 v.u): 
„die wir zu der gesuchten Funktion X, , , 
stellten“. 

S.51,2.2 v.u. (38, 2.10): mit mehreren 
ausgeschieden werden. Als man immer“. 

8.52, 2.16 (38, Z.6v.u.): „F(u,..,W)“. 

S.52, 2.8v.u.(39, 2.9): „und die aus- 
gezeichneten‘. 

S.53,2.11f.(39, 2.6,5v.u.); „n Gliedern 
giebt es ein Maximumswerth für die Zahl 
der ausgezeichneten Funktionen“. 

S. 53, 2.13 (40, Z. 1f.): „ausgezeich- 
neten‘. 

S.54, 2.6 (40,2.2v.u.): „Un_," statt: 
„Un+k- 

S. 54, 2.7 (40, 2.1 v.u.): „andere“ 

S. 54, 2.10,2.3 v.u.; 57, 2.1; 58, 2.1; 
59, 2.6 v.u.; 61, 2.11 v.u.; 62, 2.11v.u. 
(41,2.4, 2.7v.u.;44, 2.1; 45, 2.4; 47, 2.7; 
49, 2.10;50, Z. 17): Die Eintheilung in 
die Nrn. 12—18 habe ich hinzugefügt. 

S. 54, Z. 15f. (41, Z. 10): „Theorems 
mehrere Funktionen“. 

S.55, 2.17, 14 v.u. (42,2. 17,14 v.u.): 
„stellen auf das vollständige System“, 
„und bestimmt eine“. 

S.56, 2.8 v.u. (43, Z. 9 v. u.): „außer 
der“. 

8.57, 2.11 (44, 2.12): „In — 2v —2q 
—2m=0". 


ET 
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8. 57, Z. 18 (44, Z. 15 v.u.): „leicht 
darüber, daß“. 

S. 59, Z.2 (46, Z. 11): „Keine weitere‘. 

S. 60, Z.2 v. u. (48, Z. 12): „Schema 
angibt die verschiedene mögliche Fälle, 
verglichen‘‘. 

S. 61, Z.13 v. u. (49, Z. 8): „nur ein 
ist‘. 

S. 61, Z.2 v.u. (49, Z.12 v.u.): stelle 
auf das vollständige System“. 

S. 62, Z.1 (49,2.10v.u.): „und sucht 
ein“. 

S. 62, 2.12 (50, Z. 2); „stellt man auf 
die acht Gleichungen“. 

S. 62, Z. 19 (50, Z. 9): „außer 9, %% 
mehrere ausgezeichnete“. 


VIII, 


S.64,Z.14 (52, 2.12): „denke ich mich“; 
so noch öfters. 

S.65, 2.9 (53, 2.11): „Indem ich mich“. 

S. 65, 2. 20, 6 v.u. (53, 2.12, 1 v.u.): 
%, P; und 2,5%, ..., 2, statt: 2;, 9 und 
ER 

S. 66, 2. 2,7 (54, Z, 3, 8): „In erster 
Nummer“, ‚In zweiter Nummer“. 

8.67, Z.11, 2.6v.u. (55, Z.17;56 2.1): 
„Fı(H)“ statt: „KX(H). 

S. 69, 2.8 (57, Z.16) fehlt im zweiten 
Produkte der Faktor e- ; 

dx, 

S. 70, Z.12 v.u. (58, Z. 3 v. u.) fehlt: 
„en“. 

S. 71, 2.17 (59, 3 v. u.) fehlt: „zu“. 

8.73, 2.7 (61, 2.4 v.u.): 


„4,B — BA, = N 


8.73, 2.9 (61, 2.2 v.u.): „sind“ statt: 
„ist“, 

8. 73, Z.3 v.u. (62, 2. 17): „also 
(hy, Ra, . . ., Ar)'s Polargruppe angehören“. 

S. 74, 2.8,13 (63, Z.1,6): „Ich stelle 
auf das vollständige System‘. 

8. 74, 2.8 v. u. (62, 2.3 v. u.): „2n“ 
statt: „mehr als n“. 

S. 75, 2.4, 3 v.u. (64, 2.10, 9 v.u.): 
Dn-ı—SXUEn, „Pn — Syda,-ı. 

9. 76:2. 8 1w uw (4, 8, rm): 


„Die Differenz p2_,; — / ydan“. 


S. 77, Z.1 (65, 2.6 v.u.) fehlt: „sein“. 
S. 77, Z. 12 (66, Z. 11) fehlt: „p;“. 
S. 78, 2.16 (67, Z.12 v. u.) fehlt in 


- 


der Klammer das zweite ak 
de; 


8.79, 2.16 v.u. (68,6 v.u.) fehlt: „es'. 

8.79, 29... 8. 1, = 0. 2 55 
(69, 2.1,8,7,9,12,14): „„a,'* statt: „x, _,". 

8.80, 2.17 (69, Z.9 v.u.): „Funktion‘‘. 

S.80, Z. 15—13 v.u. (69, Z.1v.u, 
70, Z.1): „bekanntlich homogene ... in 
&,; überführen“. 

S. 83, 2.17 (73, Z.4): „hier alle N 
nicht paarweise“. 

3.83, Z.13 v.u. (73, 2.12): „Na4g_ K". 

S. 83, Z. 10 v. u. (73, 2.17 v. u.): Die 
Nr. 9 steht im Originale erst vor Satz 1, 
hier S. 84, Z. 19 (74, Z. 13). 

S. 86, 2.2 v. u. (76, 2.2 v.u.): „be- 
zeichnen N Funktionen nullter, P Funk- 
tionen erster‘. 

S. 87, Z. 6 (77, Z. 10) fehlt „Pr. 

S. 87, Z. 8, 10 (77, Z. 12, 14) fehlt N 
bei x. 

S. 87, Z. 13, 9, 8,6 v. u. (77, 2.10, 6, 
5, 3 v.u.) sind die Buchstaben in den 
Klammersymbolen vertauscht. 

S. 88, Z. 12 (78, Z. 14) fehlt die Be- 
zeichnung: „Satz 4“. 

S. 88, Z. 10 v. u. (78, 2.4 v. u.) fehlt 
die Bezeichnung: „(1)“ 

S.89,2.11,9v.u.(80,2.1,3): „Nummer“. 

8.90, Z 3 (80, 2.14): „Als“ statt „Da“. 

8.90,2.9 (80,2.16v.u.) fehlt: „weitere“. 

S. 90, Z.10 v. u. (81, Z.4) fehlt: „g 4“. 

8. 91, 2.17 v.u. (81, Z.1v.u.): 


„Por Kar)" 

S. 91, 2.13 v.u. (82, Z .4) fehlt: „immer“ 
und: „weitere“. 

S.91, 2.8 v.u. (82, Z.10) fehlt: „immer“. 

S. 91, 2.8 v. u. (82, Z. 15): „Sätze 7, 
3, 4 dieses Paragraphs‘“. 

S. 92, Z.4 v. u. (83, Z. 15): Inbegriff 
von den Funktionen“. 

S. 94, Z. 16 (85, Z. 1): „dann auf das 
vollständige System‘. 

S.94, 2.5,4 v.u. (85, 2.15): „eine Funk- 
tion N„_g-n vermöge einer‘. 

S. 95, 2.6 (85, Z.7 v.u.): „im welchen“. 
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IX. 
S.96,2.8(237,2.8): „zuGrunde liegen“. 
8.96, 2.12 (237, Z.11f): „geht seinem 

Ursprunge“. 

S. 96, Z. 16 (237, Z. 16): „dargethan 
habe; ich“. 

S. 96, 2.10, 7 v.u. (237, 2.4,1 v.u.): 
„umarbeiteter‘‘ „verwandte Arbeiten“, 

S. 96, 2.5,4 v.u. (238, 2.5, 4v.u.) „auf 
einen Wechsel“, „oder auf die Einfüh- 
rung“. 

S. 97, 2.12,20 (238, 2.14, 21): „außer 
der“. 

S. 97, Z. 27. (238, Z. 27): „Diese ist‘, 

S. 97, 2.2 v.u. (239, 2. 9)« „der zweiten 
Reihe“. 

S. 100, Z. 21f. (242, Z. 2f.) fehlen die 
Minuszeichen. 

S. 101, Z. 3f. (242, Z. 13, 12 v. u): 
„nichts übrig zu wünschen. Die Form 
der Resultat leidet indes insofern von 
einer‘*, 

S.101, 2.15 v.u. (243, Z. 13): „deren“. 

S. 102, Z. 17 (244, Z. 14): fehlt „an“, 
wie auch später öfters. 

S. 102, 2.5 v.u. (244, 2.5, 4 v.u): 
diese Gleichung fehlt. 

8.103, 2.8,7 v. u. (245, 2.8,7 v.u): 
„der außer der gewöhnlichen“. 

S. 104, Z.8 (246, Z. 8): „(sieh N. 1)“. 

S. 104, 2.5 v.u. (247, 2. 1): „indeter- 
minirten“. 

S.105, 2.13 (247, Z.15 v.u.): F' statt ®. 

S.105, 2.11 v.u. (247, 2.3 v.u.): „leidet 
von der“, 

S. 106, Z. 10 (248, 2.15 v. u): 

d®d dd * 
„IE +4 be Fee, Dr, 

S. 107, Z. 14 (249, Z. 20): diese Glei- 
chung fehlt. 

S. 107, 2.16 (249, Z. 21): „n Glei- 
chungen“. 

S. 113, Z.12 (255, Z.3 v.u): 

(X, P)=(X,P)=...=(X,P)=4". 

S. 113, Z. 16 (256, Z, 3): „Nun sollen 
nach“. 

8.113, Z.9 v.u. (256, Z. 10): 

dF’da2’ dFFAR\  ..nu 

122} Er7 dp 307 di) 93)“, 


Abweichungen von den ersten Drucken 


was der auf S. 98 (239) getroffenen Fest- 
setzung über den Klammerausdruck nicht 
entspricht. Aus demselben Grunde haben 
auch später eine Reihe von Formeln ge- 
ändert werden müssen: 113, 2.7, 4,3 v.u. 
(256, Z. 12, 15, 16); 114, Z.4, 6, 8 (256, 
2.9,7,5 v.u.); 114, Z.16, 27 (257, Z.6, 17); 
115, 2.10, 12 (257, Z.4,2 v.u.); 119, 2.7 
(262, Z. 10). 

8. 114, 2.3 v.u. (257, Z. 21) steht im 
ersten Drucke hinter „befriedigen“ eine 
Verweisung auf eine Anmerkung; diese 
selbst aber fehlt. 

8.115, 2.4 v.u. (258, Z.11v.u.): „Ein- 
führung von den Größen“. 

S.117, Z.14, 15 (260, 2.12, 13) fehlen 
die Gleichungen auf Z. 15. 

8.117,2.3 v.u.(260,2.3 v.u.); „(pg. 248, 
Anmerkung)“. 

8. 118, Z. 14—18 (261, Z. 13—17): 
„unserer Gleichung, daß ... sein müssen. 


Nun... 


1 ter 


von Dim. sind“. 


” dp; 
9. 118, 2.13 v.u. (261, 2.10 v.u): 
„giebt der Satz“. 


ı® 


S 120, 2.9,8 v.u. (282, 2.8,7 v.u.), 
„Theorie, wie andere verwandte beruhen 
eigentlich auf meine Erweiterung‘. 

S.121, 2.18 (283, 2.18): „Sei dann f“. 

S. 123, Z. 12 v. u. (285, 2.4 v. u). 
„Differentiation von der“. 

8.125, 2.4 v.u. (288, 2.4 v.u.): „Eine 
Zahl partielle“. 


XI. 


8. 126, 2. 6 v. u. (820, 2.4 v.u): 
„Jacobi in 1837“. 

S. 130, Z. 10 (324, 2.7 v. u.): „VI. Ist 
h, ae An". 

$. 184, Z. 12f. (329, Z. 7): „in der 
Bestimmung aller ... A(P)= 0, 2) und 
in der Integration“. 

S.134, 2. 7,6 v. u. (329, 2.8, 7 v.u.): 
„bier, daß (VI) h; (& :.. 2&9,_1,@,) k=1 
u 

8.137, 2.11 (332,Z.11): „von&, ....Xgm 
daß“, 
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S. 138, Z. 17—15 v.u. (333, Z. 14—12 
v.u.): „1)in der Bestimmung ..., A, (#) 
— 0, und in der Integration“. 

S. 139, Z.13 (334, Z. 16): „Verhältniss 
der Größen H;“. 

8.139, Z.23 (334, 2.25) fehlt „kann“. 

k=2n-1 

S. 140, 2.8 (335, 2.8): 2%. 

k=1 

8.141, 2.8 (3836, 2.13): „AA (P)= 0", 
während nachher immer A (#) = 0 steht. 

S. 142, Z. 6 (337, Z. 11) fehlt: „die“. 

S.144, 2.14(339,2.8v.u.), 145, 2.12v.u. 
(341, Z. 4), 147, Z.1 (342, Z. 16): Die 
Nummernbezeichnungen 9, 10, 11 fehlen. 


XII. 


S.149, Z. 14 (198, Z. 11): „In 1872 
richtete ich die Aufmerksamkeit“. 

S.151, 2.9 v.u.(200,2.2 v.u.): „leicht 
ein anscheinend noch allgemeineres“. 

S. 154, Z. 3,2 v.u. (204, 2.17f.): „die 
sich an einer (n — g)-fach ausgedehnten 
Punktmannigfaltigkeit“, ebenso noch 
mehrmals. 

S.156,2.13 (205, 2.1v.u.):,k=0,1...q“. 

S. 156, Z. 16 (206, Z. 3): „zufügt und 
das erhaltene‘. 

S. 156, 2.10 v.u. (206, 2.15): Die Be- 
zeichnung „Hilfsproblem 1“ fehlt. 

S. 158, Z. 5f. (208, Z. 1f.): „sie nur 
von F’s und nicht von W’s Form 
abhängen“. 

8.158, 2.12—9 v.u.(208,2.15—12v.u.): 
„den Inbegriff von Elementen (z, x, p), 
die... werden, eine charakterstische 
Streife oder“. 

S. 159, Z.1 v. u. — 8.160, Z.1 (209, 
Z.1v.u. — 210, 2.1): „Gleichzeitiggehen 
Integrale fj...f«n-ı“- 

S. 162, Z 6 v. u. (213, Z. 6): „daß so 
im allgemeinen‘. 

S. 163, Z.5 (213, Z. 17): „einen in- 
direkten Weg zu geben, dies umsomehr 
wie ich‘. 

S. 164, Z. 6 (214, 2.16 v.u.): „Sei 
dann“. 

S.164, Z2.19f. (214, Z.3,2 v.u.): „die 
mit N5’s benachbarten Elementen ver- 
einigt“. 


S. 164, Z.2,1 v.u. (215, 2.18 v.u.): 
„auch zu P’’s benachbarten Elementen 
in“. 

S.165, 2.4 (215, 2.14 v.u.): „wie auch 
P’’s noch“, 

S. 165, 2.12 v.u. (216, Z. 11): „erzeugt 
sind. Es“, 

S. 166, 2.19 (217, Z. 7): „daß so der 
Fall“. 

S. 166, 2.26, 28 (217, Z. 14,16): „ent- 
hielt“, „waren“, 

8. 166, Z.7 v. u. (217, 2.15 v.u): 
„oder von discreten“. 

8.167, 2.5 (218, Z. 1): „Theorem II“, 

S. 169, Z. 17 v. u. (220, Z. 15): „Ele- 
ment gehen‘. 

S. 170, Z. 19 (221, Z. 16f.): „gemein 
haben, oder ... enthalten sind“. 

8. 171, 2. 10. v. u. (222, 2.9 v.u): 
„enthalten. Diese“. 

S. 172, Z. 12 v. u. (223, 2.6 v.u): 
174, 2.13 (225, 2.10 v.u.): Die Nummern- 
bezeichnungen 11, 12 fehlen. 

8.172, Z.1v.u. (224, Z.1 v.u.): „nehmen 
wird“. 


XIU. 
S. 177, Z. 23 (243, Z.12 v.u.): „Ich 
vorbereite eben ... Arbeiten, unter“. 


8.177, 2.9 v.u. (243, 2.5 v.u.): Die 
Einteilung in die Nummern 1—8 ist neu 
hinzugefügt. 

S. 178, 2. 7 (244, Z. 13): „Transfor- 
mation gestattet. Zu“. 

S. 181, 2.14 v.u. (248, Z. 1): „so ist 


nach dem Satze 2 & 2 +n n eine‘*. 


S.181, 2.3 v.u. (248, Z. 13): „keinen 
Vortheil‘“, so auch später. 
S. 183, Z. 12 (250, 2.4): „Xy+ X“. 


8.183, Z.14 (250, 2. 6): „aufe / ?** 
und also“. 

8.184, Z.12, 11 v.u. (251, Z.8,7 v.u.): 
„Tangente zu der hindurchgehenden“. 

S. 185, Z. 9—2 v.u. (252, 2.2 v.u.— 
253, Z, 6) enthält das Original mehrere 
Zeichenfehler. 

S. 186, Z. 16, 13 v. u. (254, 2. 3, 7): 
„vermöge zwei‘, so auch später. 
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XIV. 


S. 188, Z. 13 v. u. (255, 2. 11 v: u.): 
„seiner Lösung“. 

S. 188, 2.5 v. u. (255, 2.1 v.u.): Die 
Einteilung in die Nummern 1--16 ist neu 
hinzugefügt. 

S. 189, Z.3 v.u. (256, 2.1 v.u.): steht 
als Index % statt u. 

S. 191, Z. 1f. (258, 2. 6f.): „im Fol- 
genden über die infinitesimale“. 

S. 194, Z.1 (261, Z. 15): „noch meh- 
rere, etwa“. 

8.197, Z. 9 (265, Z. 2) fehlt (—ı)"T*. 

S. 197, 2. 5,2 v.u. (265, Z2.11,8 v.u.) 
fehlt (— 1)<—1 und X, +1: X, haben 
die oberen Indices k+1,..., n. 

8.198, 2. 10 v. u. (266, 2. 13): n—1 
statt: n — r. 

S. 199, Z. 6 v. u. (267, 2. 10 v. u): 
— statt: +. 

S. 200, Z. 5f. (268, Z. 3): 
einigen“. 

S. 200, Z.4 v. u. (268, 2.5 v. u.): 
„insofern es keine‘, 

8. 202, 2.4 v. u. (270, 2 1 vu): 
„BB)= u Bf“. 

S. 204, Z.7 (272, 
habe, geben‘. 

8. 205, 2. 7f. (273, Z. 13f.): „Integra- 
tionsgeschäft vermöge n — r successiver 
Quadraturen zu erledigen“. 

8.205, 2.9 (273, 2.15): „zunächst auf 
das vollständige System“. 


„freilich in 


Z. 12): „entwickelt 


XY. 


S. 207, 2.13 (1, 2.12): „Mitteilungen 
zu den“. 

S. 208, 2.2 (2, 2. 3): Die Einteilung 
in die Nummern 1-—-9 ist neu. 

S. 208, 2.18 v.u. (2, 2.13 v.u.): „oder 
auch zerfallen sie in“. 

8.208,2 10 v.u. (2,2.5v.u.): „jeden- 
falls ein, das“. 

S. 209, 2.5 v.u. (4, 2.5): 
Und ein“. 

S. 210, 2.8v.u.(5, 2.5): 2=c statt: 
0. 

S. 211, 2.2f. (5, 2.15f.): „beibehalten 
wir“. 


„bildeten. 


Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 211, 2.15 (5, Z.2 v.u): 99, die 
Klammern um das r werden aber nur 
noch ein paarmal gesetzt, dann fehlen 
sie fortwährend; ich habe sie daher von 
Anfang an weggelassen. 

8. 212, 2.14 v.u. (7, 2.3): „Integral- 
M"—1« 

8.212, 2.10 v.u. (7, Z.7): M?stattM,. 

8. 213, 2.2 (7, Z. 10 v. u.) lautet die 
zweite Gl. I)» Gr = (. 


S. 213, 2. 6, 13 (7, 2.6 v.u.; 8, 2.2): 


an, Didi au all df,.all 0 
dı, dx, dp; re : 
i=g+1 
in 
(fr all" df; ee! 
i=y+1 de, a dp, da, 


S. 213, Z. 14 (8, Z. 3): „addiert die g 
zu kei1...g* 
S. 213, 2.2 v.u. (8 Z. 11 v.u.: 


all 


»Pp dp = 0“, 


S. 214, Z.12, 10, 9, 8,6 v.u. (9, 2.14, 
17, 18, 19, 21): M? statt M,. 

8. 215, 2.1,4 (9, 2.7, 4v.u): M° 
statt M.. 

S.215, 2.9 (10, 2.2): z=cstatt: 20. 

8.215, Z. 12f. (10, Z.5—7): „ist. Und 
zwar erhält... Parametern c, c te 


8. 215, 2.8 v.u. (10, Z. 12 v. u.) fehlt 
„und“. 
8.215, 2.6, 3 v.u. (10, 2.10,6 v. u.): 


le, 11...) und: 


War 1%, Co, r- ) = 0. 
S. 216, 2.6,1 v.u. (11, 2.7,2 v.u): 
dN 
De ner 


ar an _ ar an) _, 
Zu dp; P; dx, Ka 


8.217, 2.2(12,2.1): 2_% + hf) 
== —-hım—h) 


Abhandlung XIV—XVI 569 


S. 217, Z. 10 v.u. (12, Z. 11 v. u): 
Kmn—N. 

8. 217, 2.9, 8 v.u. (12,2.10,9 v.u.): 
„Also kommt P, gar nicht in der trans- 


formierte Gleichung vor“. 

S. 218, Z.1 (13, Z. 1): „N eine bloße 
Funktion der x, so“. 

S. 218, Z. 16 v. u. (13, Z. 12 v.u.): 
„reducirt sodann p, — f = 0". 

S. 218, 2.10 v.u. (13,2.5 v.u.): „Glei- 


chung zwischen n— 2 Variabeln p( — f(?) 
= (0 usw.“ 

8. 219, 2.11 v.u. (15, 2. 5): „(Math. 
Ann. Bd. VII, pg. 290°). 


XVI. 


8. 221, 2.8 v.u. (16, 2.7 v.u.): „liegt 
das darin, daß“. 

8.222, 2.13 (17,2 14): „In 1864 zeigte“. 

S. 222, Z.20 (17, Z.21): „ich in 1873“. 

S. 222, Z. 24, 26 (17, Z. 25, 27): „Des 
Uebersichts wegen“, „in einigen Schema 
zusammen“. 

S. 223, 2.10,9 v.u. (18, 2.4,3 v.u.): 
„Sache entsprechen scheint, für zufällig 
halten wird. Unter‘. 

S. 224, 2.5 (19, 2.12): Die Einteilung 
in die Nrn. 1—23 ist neu. 

8.225, 2.23; 226, Z.17 (21, 2.6; 22, 
Z. 4): „ist, wenn ® selbst“. 

S. 226, 2.8 (21, 2.12 v.u.): „Kurz- 
weg über die“, 

S. 226, 2.4 v.u. (22, 2.16 v. u.): „Be- 
stimm‘“, so noch öfters. 

8. 227, 2.8 (21, 2.11 v.u): (X, H) 
statt; (HX,). 

S. 227, 2. 17 (23, Z.3): „so sind jede 
der“. 

S. 227, Z. 21 (23, 2.8): (HP;) statt: 
(P,H). 

8. 227, Z. 23 (23, Z. 10): „die Form 
nehmen‘. 


} dHdH 

S. 227, Z. 24f. (23, Z. 11): Fr ER 

8.228, 2.9,8 v.u. (24, 2. 11f.): (X,K,) 

statt: (K, X); (K, P,) statt: (P,K,); bei 
II und bei 2 fehlt der Index 

8. 229, Z. 7£. (24, 3 v.u): P,,, 
und X, statt: Py+ı und X,: 


S. 229, Z. 12 (25, Z. 1f.): „kommen 
nicht zur Anwendung in dieser Abhand- 
lung“. 

S. 229, 2.8,7 v.u. (25, Z. 11f.): (K, P) 
statt: (P,K,); k=q-+1stattk=g’ +1. 

8. 229, Z.1 v.u., 230, Z. 3 (25, 2.13, 
10 v.u.): (K,P,», ,) statt: (Porzı Ki) 

S. 230, 2.6 (25, Z.8 v.u.): 
K,(X,...X, Pyzı Por Pony Po) 

8. 231, 2.14 (26, 2.2v.u):i=1...ß. 

8.232, 2.9 (27, 2.1 v.u.): (F,p(X,)P,). 

S. 232, Z.7,15,24; 233, 7.15 (27,2.4 
v.u; 28, 2.6, 15; 29, Z.4) fehlt 
G=1...n) 

S. 232, Z.6 v.u.; 233, Z.20 (28, Z. 19 
29, 2.8) fhlt: k=1...n — g). 

S. 285, Z. 14 (31, 2. 7): 

all \ all 
p. ax. tr? Be dp. 

S. 235, Z. 21 (31, Z.14); „wegen X,’s 
Unabhängigkeit von X, ... zZ“. 

S. 286, Z. 10f. (32, Z. 6f.): „Ordnung 
von X, ... X, 's Polargruppe Lösungen“. 

S. 236, Z. 22f. (32, Z. 20): „Satzes“ 
statt: „Paragraphen“. 

S, 236, 2.1 v.u. (82, Z.4v.u): 


PXri. Por 


S. 237, 2.3 (32, Z.1v.u.): „Dimension 
von X, ... X,'s Polargruppe Lösungen“. 

S. 237, Z.4 (38, Z.1): „A;f=0. Oder 
auch verschwinden“. 

S. 237, Z. 6 (83, Z. 3): „größte der 
beiden“, 

S. 237, 2.13f. (33, Z. 10f.): „Ordnung 
von X, ... X,’s Polargruppe die“. 

S. 237, Z. 13 v. u. (33, Z. 20): „Ord- 
nung von X, ... X,'8 Polargruppe Lö- 
sungen“. 

S. 237, 2.12, 11v.u. (33, Z.10,9v.u.): 
„der auf pg. 32 aufgestellten Form wirk- 
lich“. 

S. 239, Z.5 (35, Z. 8f.): „Oder auch 
verschwinden“. 

S. 239, Z. 8 (35, Z. 12): „die größte 
der“. 

S. 289, 2.17f. (85, 2.18,12 v.u.): „Il 
eine bloße Funktion von X, A 
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8. 240, 2.1 (86, 2.8): X... X 


Ks. . Auryır 


S. 240, Z. 6,7 (86, Z. 12, 13): bei IT 

fehlt der Index; H, (X, u X, P, 21 
P,»). 

S. 241, Z. 11 (37, Z. 16): 
np X er Prey q’ + i Zı+ 1, 

S. 241, Z. 15, 18 (37, Z. 20f., 24): „Oder 
auch verschwinden“, „die größte der“ 

S. 241, 2. 6,5 v. u. (38, Z. 3): „wir 
wieder hier Funktionen‘. 

8.242, 2.2 (38, 2.8): „indeß nicht hier 
näher“. 

S. 242, Z.13 v.u. (38, 2.2, 1v.u): 
„oder auch giebt es keine weitere Lö- 
sungen“. 

8.242, 2.8 v.u. (39, Z.5): „Find die“. 

S. 243, Z.8, 15 (39, 2.19, 25): „g+gq’ 
weniger als n“. 

8.243, Z 21 (39, Z.3v.u.): 2. 
= Const.... X g. — Const. ’ 


„Dass 
S. 244, 2. 4f. u.14 (40, 7.15 u.7,6v.u.): 
„Ordnung von X, ... X, 's Polargruppe“. 


S. 244, Z. 10,9 v.u. (41, Z. 10): 


X, AR X,8 Polargruppe“. 


S. 244, 2.8 v.u. (41, Z.11): 
mehrere Lösungen‘. 

S. 246, 2.3 (42, Z.1 v. u.): unbefrie- 
gend, wie es“. 

S. 246, 2.3 v.u.(44, Z.1): „der zweiten 
Kategorie“. 


ge: 


ae Ku Ar a 


y„ın 


„System 


S. 247, 2.20 (44, 2.11v.u): „[=a, 
%,_ +1 Const. .. .* 
S. 248, “ 9 (45,2.15): (X) = 0 statt: 


(X) = 

S. 249, 2. ER Z.11v.u.): (X, ‚=0 
statt: (X, =D. 

8.249, 2.15 v.u. (46, 2.4 v.u.): „keinen 
bedeutenden Vortheil“. 

8.249, 2.12 v. u. (46, Z.1v.u.): 
stellen dann fest‘. 

S.250, 2.1(47, 2.12): „Sei dann X, ...“ 

8.250, 2.9 v.u.(48,2.5): X,” statt: X. 


„Wir 


XVII. 


8.252, 2.11 (194,2. 9): Die Einteilung 
in die Nrn. 1—7 ist neu. 


Abweichungen von den ersten Drucken 


8. 252, 2.19 (194, Z. 11 v. u): (x;p‘) 
== 1, 

8.252, 2.8 v.u. (194, 2.6 v. u): „be- 
friedigten“. 

S. 253, 2.11 (195, 2. 11f.): „bestimmen, 
indem diese‘. 

S. 254, 2.12, 1 v.u. (196, Z.4v. u, 
197, Z. 7f.): „mehrere Relationen“. 

S. 255, Z. 1 (197, Z. 9): Die Nummer 
des Satzes fehlt. 

S. 255, Z.7 (197, Z. 15): 

S. 255, 
— PE 

S. 255, 2.7 v.u. (198, Z. 6): 
sie eine“, 

S. 256, Z. 12f., Z. 15, 14 v. u. (198, 
Z.T v.u. u. 199, Z. 4): ‚nicht mehrere“. 

S. 256, 2.13 v.u. (199, Z.5); Die 
Nummer des Satzes fehlt. 

S. 256, Z, 11 v.u. (199, Z. 7): 


daR 
=2, dar pe. 


S. 257, 2.6 (199, 2. 38 v. en „Daher 
können (12)“. 

S. 258, Z. 4, 7 (200, 2.10, 7 v. u): 
„Wegen (18) bestehen“, „wegen (19) ist“. 
S. 258, 2.6, 9 (200, 2.8, 5v.u): 
(F,9)=1, (F9)=1. 

S. 258, Z. 11, 15 (200, Z.3 v. u., 201, 
Z. 8): M, statt: M,,- 

8.258, 2. 15 v.u. (201, 2. 8): p; statt: 
u 1% 

S. 258, Z.4 v.u. (201, Z. 12 v.u): 
„sondern zwar auf“. 

S. 259, 2.6 (201, 2.3 v.u.): 

ni zu 

8.259, 2.7 (201, Z.2 v.u): 
mehrere Relationen“. 

8.259, 2. 11—8 v.u. (202, 12—9v.u.): 
„unter den Größen x, ...2,;5 Aı--- A, 
Funktionen von &,...?,„ bezeichnen; 
und ebenso u), .... u, m unter den 
Größen &, - -- Pr, Ai, - - - 4, Funktionen 
von &/, ...2n bezeichnen. Die nach- 
stehenden 2(n — m) Relationen‘ 

S.259, 2.3 v.u. (202, 2.3v.u.): (F,®)) 


= 1. 


„Sei jetzt“. 
2.11 (197, Z. 11 v.u.); px statt: 


„indem 


„nie 
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XVII 


8.260, Z.13 (335, Z 12): „gleichzeitig 
in 1872 entwickelten‘. 

S.260, 2.9 v.u. (335, Z. 1 v.u.): „mir 
in 1873“. 

8. 261, Z2.12f. (336, Z. 18f.): „Gäbe es 
keine ..., so ließe sich“. 

S. 262, Z. 1 f. (337, Z. 18): 


„Fu...“ 

8.262, Z.15 v.u. (338, 2.8): „in einer 
Reihe Fälle, die man früher nicht be- 
handeln wußte‘. 

S. 262, 2. 5 v. u. (838, Z. 12 v. u.): 
„stützt, welche die Tragweite“. 

S. 263, 2. 2 (338, Z.5 v. u.): Die Ein- 
teilung in die Nrn. 1—22 ist neu. 

8.263, 2.14 (339, 2.9): „in (2) hinein. 
Dies“. 

S. 263, 2. 16,19 (339, 2.12,15): „welche 
Gleichungen sich ... zerlegen. Das“. 

S. 264, Z. 3 (340, Z. 1, 2): „Anwendet 
man dagegen ... (5) und (4), so“. 

S. 265, 2.2 (341, Z. 3): „lassen. Und 
da wegen (7) alle“. 

S.265, Z 6 (341,2.8): „von fi} ... fr zu 
bestimmen“. 

8.265, 2.13 v.u. (341, 2.5 v. u.): „so 
ist“. 

S. 265, Z.1 v.u. (342, 2. 10): (2) statt: 
(12). 

S. 267, Z. 11 v. u. (344, Z. 14 v.u.): 
„zu einem vollständigen Differential‘. 

S. 268, Z. 10, 13 (345, Z. 10, 13f.): 
„mehr, wie sie‘, „insofern mehr voll- 
kommen, wie sie“. 

S. 268, Z. 20, 22 (345, Z. 21f., 23f.): 
„fehlt, zweckmäßigst Theorem I“, „In 
beiden diesen Fällen“. 

S 269, Z. 11f. (846, 2.9 v.u.): „ich 
nicht in dieser Weise mein Theorem in“. 

S. 269, Z.7 v. u. (347, Z. 12): 

»(9P) = A, p“ 

8. 270, Z. 5f., 6f. (847, 2.8, 7 v. u): 
„bekannt sind, zu verwerthen“, „genau 
folgen‘. 

8. 270, Z. 17—19 (348, Z. 56—7): „heißt, 
daß (p,p,) eine Lösung ... Regeln nur 
das“. 
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S. 271, Z.14 (349, Z. 11f.): „Ordnung. 
Und folglich“. 

8.271, 2.11 v.u. (849, Z.7 v.u.) fehlt 
das Glied +23,9,, 4; 9. 

S. 272, 2.4 (850, Z.8f.). „Gestalt ge- 
nommen“. 

S. 273, Z. 15 (351, 2.4 v.u.): „Kannte 
man“. 

S, 273, Z. 20 (352, 2.2): „dagegen nicht 
die Größen 2, so‘, 

S. 274, 2.8 (352, 2.4 v. u.): „Nutzen 
wie zwei solche Lösungen macht. Um“. 

8.274, 2.15,23 (353, 2.4, 13): „Gruppe. 
Und da“, „ist. Und da“, 
3.275, 2.7 (354, Z. 8) fehlt beide Male: 
— q. , 
S. 275, Z.15 (354, Z.16 v.u.): „Fehlen 
insbesondere“. 

S. 275, Z. 21,25 (354, 8,4 v.u. „Oder 
auch enthält“, „War insbesondere“. 

8.275, Z.5,4 v.u. (355, 2.7): „mög- 
lich, indem unsere“. 

S. 277, Z.16 v. u. (857, Z. 11): „Ar- 
beiten in 1872“. 

S. 278, 2.6 (358, 2.4): „und ich in 
1872 entwickelten“. 

8.278,2.9v.u. (358, 2.7 v.u.): „mich“ 
fehlt. 

8. 278, 2.6 v. u. (358, Z.4 v.u.): (18) 
statt: (18”). 

S. 279, Z. 11 (359, Z. 14): „enthält“. 

8.279, 2.9 v.u. (359, Z.1v.u.): „Kannte 
man‘, 

S. 280, Z. 10 (860, Z. 13 v.u.): „ist 
doch nur“. 

S. 281, Z. 17 (362, Z. 3): 


daU w 
ER EN . 


S. 283, 2.2 (364, Z.2): „die Formel“. 

3.284, Z. 3 (365, 2.11): 2n — 29” —q’ 
statt: 20 — 29” +2q". 

S. 284, 2.4 v.u. (3866, 2.2, 1 v. u): 
„bald in Mathematische Annalen“. 


XVIIIa. 
S. 285, 2. 5 (384, 2.5): r statt n. 
S. 285, 2.14 (384, 2.14): f, statt: fi. 


XIX. 
8. 287, 2.15 v.u. (1, 2.7 v.u.): „schon 
in 1873“. 
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S. 287, 2.6 v.u. (2, 2.5): Die Ein- 
teilung in die Nrn. 1—8 ist neu. 

S. 288, Z. 10 v. u. (3, 2.10): „noch 
mehrere Glieder“. 

S. 288, 2.7 v. u. (8, Z. 13): „Glieder. 
Und da“. 

8.288, 2.3 v.u. (3, 2.18): „Ausdrücke 
(u, %,) und (u, 9,).“ 

8.289, 2.10 (3, 2.1 v.u.): (X, P,)=1. 

S. 290, Z. 7f. (5, Z.1—3): erlauben 
2n — qDifferentialquotienten ... denübri- 
gen etwa“. 

8.290, 2.11 (5, 2. 6): O,v statt: O;v. 

S. 290, Z. 14, 16, 18 (5, Z. 10, 12, 14): 
q statt: 20 — q. 

S. 290, Z.6,4 v.u. (6, 2.5-3 v.u.): 
„Nun aber ist der Inbegriff ... liegen, 
eben die Glieder der Gruppe“. 

S.291, Z.11v.u. (6, 2.4 v.u.): (X, P,) 
= 1. 

S. 291, Z.4,3 v. u. (7, Z. 5): „Lösung. 
Und de“. 

S. 292, Z.2 (7, 2.10: (X, P)=1. 

S. 292, Z.16 v u. (8, Z. 3): „indem“ 
statt: „weil. 

XX, 

S. 295, 2.7 (129, Z. 7): „Bestimm‘; 
so noch mehrmals. 

S. 295, Z. 11 v.u. (129, 2.9 v. u): 
(X, P)=1. 

S. 296, 2.11,10 v.u. (131, 2.3 f.): „mehr 
von F’s Form.“ 

S. 297, Z. 2 (131, Z. 11): Die Bezeich- 
nung Nr. 1 fehlt. 

S. 298, Z.18, 18, 20, 21 (138, Z. 11, 12, 
14, 15): (X, F), (P,F), (XP), (Pu). 

8. 299, Z. 2,3 (133, 2.5,4 v.u): 


d dX, dF 

F (Ku dp, ae F),— (2, a, 
\. 

ae, d (dX 

U 

8.299, 2. 18 (134, 2. 11): ( = 

dp, daR, AB 

arte 


S. 300, Z.15 v.u. (185, 2.13 v.u.: 
Bei „Satz“ fehlt die Nummer 2. 
S. 300, Z. 13 v.u. (135, Z. 11 v.u): 


Wr). 


Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 301, 2. 14 (136, Z.13 v. u.): „besitzen. 
Und ee.“ 

S. 302, Z. 14f. (137, Z. 14, 13 v. u): 
„cp und ygq, in denen X, und Y, ein- 
gehen, aufsucht. Setzt.“ 

S. 308, Z.6v.u. (139, 2.3): Das Glied: 
dp: (- EN) fehlt. 

S. 803, Z.3 v. u. (139, 2. 6): „indem 
die übrigen Glieder gar nicht p ent- 
halten.“ 

S. 304, Z. 7 (139, Z.15): dx statt: de. 

S. 304, Z.14 (139, Z.3 v.u.): „Hieraus 
ergeben sich“. 

8. 304, Z.7 v.u. (140, Z. 5): Satz 2. 
statt Satz 3. 

S. 305, Z. 7 (140, Z.10 v.u.): „sondern 
dagegen als“. 

S. 305, Z. 13 (140, Z.3,2 v.u.): 


Xu,p+K),(P,p+K),(X,p-+K&). 
S. 305, Z. 15, 16, 17 (141, 2.1, 2, 3): 


(X, p + K), (Pu P-+ K), (X, p + £). 
S. 306, 2.7, 6 v.u. (141, 2.8, 9): 


aX, dK 
+) 
ap, dK 
(du, P+&) | (p,, a 
S. 306, Z. 4 (141, Z.4—2 v. u.) immer: 
aA: 
a, 

8.306, 2.12 (142, 2.7): „in Nummer 3‘, 

S.306, 2.19, 21, 25 (142, Z.11,8,4 v.u.): 
viermal © statt: g. 

8.306, Z.2v.u. (142, Z.2v.u.): Satz 2. 
statt: Satz 4 

S. 306, Z.1 v.u. (142, 2.1 v. u): in 
der Klammer steht p+ K an zweiter 
Stelle. 

8. 807, Z. 14 v.u (148, 2.9 vu): 
„Wegen W’s Form in“, 

S. 308, Z. 3 (144, Z. 9): fehlt der Fak- 
tor A. 

S. 308, 2.7 (144, Z 13.) fehlen p und q. 

S. 308, 2.15 (144, 2.5 v.u.): 8 statt 9. 

S. 308, Z.14, 12 v.u. (145, 2.3, 5): 


- (,p- I, = (ha — PD). 


Abhandlung XIX— XXI 


S. 308, Z.9,8,7,6,5,5,3 v.u. (145, 
2.8, 9, 9£.,10,12,12,13):p— X,q—Y, 
q— Ulaz, .:-2Pı + Pu) 

p— X, — X,f), (q eo U, N: 

S. 309, Z. 1 (145, Z. 16): „soll“ statt: 
„muß“. 

S. 309, 2.2, 5, 8, 9, 13 (145, Z. 17, 
21, 24, 25, 29): p—— X,p— Xing— 
Y-Apr-X,qa-Y—- 4,p—X= 
q— Y— 4. 

S. 309, Z. 18, 20 (146, 2.5, 7):p— X, 
q—Y!. 

S. 309, 2.8 v. u. (146, 2.14 v. u): 
9 statt: 10. 

S. 309, Z.2, 1 v.u. (146, 2.7 v. u): 
„Probleme existierte, die... erhalten 
könnte‘. 

S. 310, Z.3 (146, Z.3 v.u.): „Fall von 
einer Anzahl“. 

S. 310, 2.18 (147, Z.14): fehlt: „an. 

8.310, Z.12, 11 v.u. (147, 2.7,6v.u.): 
„als unabhängige Variabele“. 


8.810, 2.2 v.u. (148, 2.4): — —. 
2.0. 

dt dt 
8.311, 2.11 v.u. (149, 2.3): y,= 


S. 311, Z. 8 (148, Z. 13): 


dr. 
eng 
8. 311. Z.3, 1 v.u. (149, 2. 11, 13): 
in (18) fehlt dt, dafür steht es in (19). 
S. 312, Z. 14 (150, Z. 5): „nach Theo- 
rem II die“. 
S. 312, Z.5 v. u. (150, Z. 14): vor der 
zweiten Summe fehlt }. 
S. 313, 2.1 (150, 2.5 v.u.): 10 statt 11. 
S. 313, Z. 6 (151, Z.D): dx statt: dt. 
8. 8313, Z 8v.u. (151, .4v.u.): die 
Einteilung in die Nrn. 12, 13, 14 ist neu 
hinzugefügt. 
8. 314, Z.5 (152,2.9): (2’q,dy, ®,). 
S. 314, 2.12 (152, 2.9 v.u.): 
— (ZX,dy + ZPidp, M=dW. 
S. 314, 2. 13 (152, 2.8 v.u.): 
„+ 2% Pidx, auf ihre Normalform“. 
S. 314, Z. 18 (152, 2.2 v.u.): 


,_ MR : dw 
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S. 314, 2.3 v.u. (153, Z. 14): in der 
Klammer steht F', an zweiter Stelle. 

8.316, 2.7—9 (158, Z 1v.u.,154, 2.1): 
„Indem ich sodann... und p, ausdrücke, 
erhält“. 

8. 315, Z. 12 (154, Z. 6): F\, steht in 
der Klammer an zweiter Stelle. 

S.816, 2.8 (155, 2.13): „Weise. Setzt 
sodann“. 

S. 316, 2.9 (155, 2.15): M, = u; 

dU 
tar 
XXa. 

8. 317, 2.9 v.n. (408, Z. 18): (X,P,) 
= 1. 

8. 318, Z. 16 v. u. (260, 2.8): (X, P)) 
= 1. 

XXI 

S. 320, Z. 11,12 (838, Z. 10, 11): „ihre“ 
statt: „seine‘‘; „Schon in 1872, 

S. 321, Z.6, 5 v.u. (340, Z. 14, 16): 
nl: X. Ist daher‘, „verknüpft. Als- 
dann“. 

8. 322, Z. 2, 8 (840, 2.18, 11 v.u): 
II are Ist daher‘, „verbunden. Folg- 
lich“. 

S. 322, Z. 6f., 8 (340, Z.8,7 v. u): 
I. ER A Ist daher‘, „verbunden. Als- 
dann‘. 

8. 322, 2. 22f. (341, 2. 10£.): „erhalten, 
so zwar, daß die in dem reducirten Aus- 
drucke eingehenden‘. 

S. 323, Z.1 (341, 2.8 v.u.): „Bestimm“. 

S. 323, Z. 8, 10 (342, Z. 5, 6): „der 
ersten Arten bestimmt“, „Soll aber der 
Ausdruck“. 

S.324, 2.10 (343, 2.17): „Sei zunächst“. 

3.324, Z.4 v.u. (344, Z. 11): „Sei end- 
lich... 

S. 325, 2.9 (344, Z.3 v.u.): „in der 
Normalform‘. 

S 325, 2.12 v.u. (345, 2.15): „a, — @,“. 

S. 325, 2.2 v u. (345, 2.4, 3 v.u.): 
„läßt. Und also“. 

S. 326, Z.8 (346, 2.7): „Sei zunächst“. 

S. 326, Z. 13 (346, Z. 13): „zieht. Und 
da“. 

S. 326, Z.18 (346, 2.19): „Größen der 
zweiten Reihe“. 
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S. 326, 2.11, 9 v.u. (346, Z.5,3 v.u): 


Bun 2 warten 
ı\af, dF, ar, af, )' 9,55 


S. 327, Z. 16 (347, Z. 5,4 v.u.); „der 
zweiten Reihe ausdrücken, daß“. 

$. 327, Z.12, 11 v.u. (848, Z. 3, 4): 
(,9)=1,[p = #9. 

S. 328, Z. 14 (348, Z.2 v.u.): „ob eine 
noch weitere“. 

S. 328, 2.1 v. u. (849, Z. 10 v.u.): 
steht rechts der Faktor +. 

8.329, 2.3 (349, Z.6 v.u.) steht links 
+ 4%. 

S. 329, Z. 13 (350, Z. 5): „sind. Und 
da“. 

8.330, Z. 3, 7 (351, Z.8, 7): fehlt der 
Faktor (— 1)i-!. 

S. 330, Z. 12, 14 (351, Z. 13, 15) steht 
links +4, 4". Be 

8.330, 2.6 v.u. (352, 2.4): + Y+D.)). 

S. 330, Z.5, 4 v.u. (352, Z.5,4 v.u.): 
„bestimmen nicht das Zeichen der Grö- 
Ben A,“ 

8. 330, 2.3, 2 v.u. (352, 2.3, 2 v.u.): 
„Produkte als rationale Funktionen der 
Größen «,, sich ausdrücken“. 

S. 331, Z. 18 (352, 2.9 v.n.): „unter 
ihnen einige, die“. 

S. 332, 2. 3 (8353, Z. 8 v. u.): „partielle 
1.0. Und seien“, 

8. 332, 2.10 v.u. (354, Z. 13): „ergeben. 
Und seien“. 

S. 333, Z 4—8 (355, Z.2, 3): „in die f 
die Substitution 
0) meh ha. geht". 

8.338, Z.8,9, 10, 14, 16 (365, Z. 5, 6, 7, 
11,13): Lie schreibt bier 99, A... 
r@, fo, f® ‚ während nachher immer 
bloß f?, X steht. 

8.333, 2.9 (355, 2.6): „über. Und es“. 

S. 333, 2.1 v.u. (354, 2.1 v.u.): „Ar- 
beiten im Jahre 1872“. 

S. 334, 2.3 (356, Z. 8): „In die Haupt- 
lösungen“. 

8.334, Z. 11 (356, 2.17): „aequivalent 
ist. Und durch diese letzte Substitution 
gehen die“. 


Abweichungen von den ersten Drucken 


S. 334, 2.18 (356, Z.7 v.u.): 


x 
A, Du be. er \ Ag — I nd 
% z 


S. 334, Z. 23 (356, Z.1 v.u.): „aus. 
Die hierdurch“, 

8. 334, Z. 12 v.u. (857, Z.5): „synek- 
tisch sind“. 

8.335, 2.4 (857, 2.9 vu), —=A&, 
ei: 

S. 335, Z. 10, 12 (357, 2.3, 1 vw. u.): 
„reducirt. Und zwar,“ „Werthsystems 
% = PD; = P,; sind“. 

S. 336, 2. 2 (358, Z.5 v. u.): „indem“ 
statt: „weil“, 

S. 336, Z. 7—9 (359, Z.2—4): „Und 
wenn... in der identischen Gleichung 
. . . einführt, käme“, 

S. 336, 2.9 v.u. (359, Z.10 v.u.): „in 
die Gleichung‘. 

S. 337, 2.2 (360, 2.2): „in der rechten“ 
Seite‘. 

3. 337, Z. 13 v. u. (860, 2.7 v.u.): 
„In den Ausdruck“. 

S. 338, 2.9 (361, 2.9 v.u.): „indem“ 
statt: „weil“. 

S. 339, 2. 2, 5 (362, Z. 12,9 v.u): 
„indem“ statt: „weil‘‘ und „da“. 

8.339, 2.14 (363, Z. 2): „mögen“ statt: 
„wollen“. 

S. 339, Z. 11 v.u. (368, Z. 13): „auf 
ihre Normalform“. 

S. 389, 2.1 v. u. (363, 2.6 v.u.): (1) 
statt: (3). 

S. 340, Z. 2f. (363, 2.4, 3 v. u): „In 
die soeben geschriebene“. 

S 340, Z. 9 (364, Z. 5): (1) statt: (8). 

S. 340, Z. 12 (364, Z. 9): „In die be- 
kannte“. 

S. 340, 2.2 v.u. (364, 2.5, 4 v.u.): 
„erreicht. Und wir“. 

S. 341, Z. 4 (365, Z. 8): „Normalform 
ebenso 2n“. 

S. 341, 2.2 v.u. (366, 2.5): „Der Fak- 
tor (—1)!71 fehlt. 

S. 342, 2. 5 (866, Z. 11): „die ebenso 
von“, 

S. 342, 2.13 (366, 2.7 v.u): @,2, 
fehlt. 
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8. 342, Z. 17 (866, Z. 3 v. u.): „der 
Größe“. 

S. 843, Z. 7 (367, Z. 6 v. u.): „ist, in- 
dem sie“. 

S. 348, Z. 19 (368, Z. 7): „reducirt 
unser vollständiges System sich auf“. 

S. 348, 2.9, 8 v.u. (368, 2.12, 11 v.u.): 
„ebenso 2n“, „auf ihre Normalform“. 

8. 345, Z. 14 (870, Z. 18): „Systeme. 
Führt“. 

S. 345, Z.8 v.u. (871, 2.6): Die Ein- 
teilung in die Nrn. 19—22 ist neu hin- 
zugefügt. 

S. 846, 2. 4 (871, 2. 10 v. u.): Für — 
steht + und der Faktor (— 1)?” fehlt. 

S. 346, Z. 5, 8 (871, 2.9, 5 v.u.): „in 
der letzten Ungleichheit“, „in den Aus- 
druck“. 

S. 346, Z. 11 (371, Z. 2 v.u.): Die Be- 
zeichnung (A) fehlt. 

S. 346, Z. 1 v.u. (372, 2.11 v.u.) fehlt 
f, beide Male. 

S. 847, Z.1—3 (372, Z. 9—8 v.u.): 
„auch nicht der ganze Ausdruck für all- 
gemeine Werthe der A verschwinden‘. 

S. 347, 2.9 (372, 2.2 v.u.): „auf ihre 
Normalform‘. 

S. 347, Z. 16 (373, 2.7): „sein, indem 
der“, 

S. 347, Z. 18 (373, Z. 10): „von f’s 
Differential-Quotient binsichtlich“. 

‘8. 347, 2.5, 4 v.u. (373, 2.8, 7. vu): 
„Da ich daher ein... Ap = 0 kennt, 
so“. 

S. 348, 2.3 (378, Z.2 v.u): 


. 
erde, (h,...h,,) Ah,- 


S. 348, 2. 8,12 (374, 2.4, 8): „woraus“, 
„sich ergiebt. Indem‘. 

S. 348. 2.9 (374, 2.5): dh, statt: dx,. 

S. 848, 2. 10 v.u. (374, 2.13): „Rgn+ı 
= &g„4+1, sodann kommt“. 

8.349, 2.8 (375, 2.7): „auf ihre Normal- 
form, die ebenso 2n + 1“. 

S. 349, 2. 2,1 v. u. (376, Z.3f\: „dür- 
fen, indem sonst auch nicht die Größen 
fh ---F}..- 7. unabhängig waren“. 

S. 350, Z.1 (376, Z. 5): „enthalten. Und 
es ist‘, 
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8.350, 2.9 (876, 2.18): „P,,_,, deren 
Normalform ebenso 2n — 1". 

S. 360, Z. 15 v. u. (876, Z.1 v.u.): 
„ebenso 2n + 1." 

S. 350, 2.2 v. u. (378, Z. 5): „indem“ 
statt: „weil‘. 

S. 351, Z. 4 (378, Z. 10): (1), (2) nicht 
eine Transformation“. 

S. 351, 2.9 (878, 2.10 v.u.): IX statt: 
xl. 

S. 351, 2. 12 (378, 2.7 v. u): „Funk- 
tionen. Und also“. 

S. 361, Z. 8 v. u. (379, Z. 7): „indem“ 
statt: „weil“. 

S. 851, 2.5 v. u. (879, 2.5 v.u.): 
„Gleichungen nicht eine“. 

S. 851, 2.3 v.u. (879, 2.8, 2 v.u): 
„2xp genau durch soviele“. 


XXlIa. 


S. 353, 2.10 v.u. (257, Z.1): „erhalten, 
so zwar, daß‘. 


XXIII 
S. 358, Z.4, 5 (335, Z. 13, 14): „Be- 
stimm alle... in eine beliebig vorge- 


legte“. 

S. 358, 2.9 (335, 2.11, 10 v.u.): „und 
welche dabei‘. 

S. 358, Z. 17 (835, Z.1 v.u.): © statt: 
By). 

S. 359, Z. 9 v. u. (837, 2.8 v.u.): „in- 
dem“ statt: „weil“. 

S. 360, Z. 5, 6, 7, 15 (338, Z. 3, 4, 5, 
14): „als unbekannte Größen,‘ „an“ fehlt; 
„Bestimm die Größen“; „Find die“. 

S. 360, Z. 4, 3 v. u. (3839, 2. 8, 9): 
A,(r), B,(r), C,(r) statt: A,(t) usw.; 
—= 0 fehlt. 

S. 361, 2.16 (340, Z.1): „auf der Cur- 


ven... Punkte Und.“ 
S. 361, Z. 14 v.u. (340, 2. 7): (3) statt: 
(4). 


361, Z 8v.u. (340, Z. 11f.): „gefunden. 
Und wenn“. 

S. 362, 2.3 (340, Z.2 v.u.): fehlt „zu“. 

S. 362, Z. 16, 15 v.u. (341, Z. 14, 13 
v.u.): „Gleichung (7) für jeden Werth 
von t identisch (3) befriedigt‘. 

S. 363, Z. 6 (342, Z. 10): „sind (II) die“. 
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S. 863, Z. 21f. (842, 2.3, 2 v.u): 
„gleich dem Segmente (&n$) auf der ent- 
sprechenden Erzeugende des‘. 

S. 363, Z. 5 v.u. (343, Z. 8): 
braisch. Und ebenso“. 

S. 364, 2.8 (343, 2.10 v.u.): „mit D’s 
Ebenen parallel“. 

S. 364, Z.4 v. u. (344, 2.4 v.u.): „in- 
dem man erinnert“. 

3. 365, 2.6, 7,8 (344, Z.11,8, 7 v.u): 
k statt: x. 

8. 365, 2.7 (344, 2.8, 7 v.u): 
der größten unter“. 


„alge- 


„wıe 


XXIV. 


S. 368, 2.6 v.u. (347, Z.1) fehlt: „zu 

S. 369, Z. 5 (347, 2.11): „jetzt zu den 
neuen“. 

S. 369, Z. 11 (347, Z.8 v.u.): „setzen. 
Und da“. 

$.370, Z.14 v.u. (349, 2.16): es fehlt 

= 0. 

S. 371, Z. 10, 14 (850, Z. 13, 18): bei 
E, F, @, D, D’, D” fehlt der Index 1. 

8. 371, Z. 11f., 16 (350, Z. 15, 20): 
u, v statt: u, %- 

8.871, Z. 10. .v; u... (881, 2. 2): „die 
Gleichung‘. 

S. 872, 2.7 v. u. (852, 2.10): statt + 
steht: = und „= 0“ fehlt. 

8.373, 2.7, 14f. (853, Z.1, 9f): es 
fehlt „hat“; „zerlegt. Und da“. 

8.374, 7.5—14 (354, Z. 3—18): Dieser 
Absatz ist in dem ersten Drucke in eckige 
Klammern: [ ] eingeschlossen. 

S. 474, 2.6 v. u. (354, 2.6 v.u.): Es 
fehlt „zu“. 


xXXV. 


8.375, 2.7 (855, 2.7): Es fehlt „dem“. 

S.376, Z.10,12 (856, 2.7,5 v.u.): „An- 
dererseits ist“. „Und also“. 

S. 376, Z. 12 v.u. (857, 2.6): „Und in 
der That sind‘. 

S. 377, 2.6 (357, 2.6 v.u.): „besitzen“. 

S, 377, Z. 11, 12, 18 (358, Z. 1, 2, 3): 
dg(wvu) dp(vu), 

TER BR, 
fehlt. 


der Zusatz: 


vw 


Abweichungen von den ersten Drucken 


8.377, 2.7,6,5v.u. (368, Z. 11,12, 13): 
2 aa em) z,, Si dple) u. 
. Ko K dv 


der Zusatz: = uw, fehlt. Das erste 
Integral hat jedesmal gerade das um- 
gekehrte Vorzeichen. 

8. 377, Z.4 v.u. (358, Z. 14): 
den. Und andererseits‘. Ä 

S. 378, 2.1 v. u. (360, 2.10): „Krüm- 
mungslinien. Und daher“. 

S. 379, Z.10 v.u. (361, Z. 11): „al 
Corollar die“. 

S. 379, Z.4 v. u. (361, 2.13 vu): 
„werden, indem die“. 

8. 379, 2.2 v.u. (861, 2 2 v.u): 
„genießen“ statt: „haben‘. 

S. 380, Z. 12 (362, Z. 6): 
„als“. 

S. 380, 2.3 v. u. (362, 2.3 v.u.): das 
Zeichen: — hinter: = fehlt. 

S. 881, Z. 12 (363, Z. 14): 
Und alsdann“. 

S. 381, Z. 17 (363, Z. 19): „die“ statt: 
„zwei“. 

S. 382, 2.10 (364, 2.10 v.u.): „stehen. 
Und folglich“. 

S. 382, Z.5 v.u. (865, Z. 11): 
wenn‘. 

S. 383, Z. 5 (365, Z.2 v.u.): Es fehlt: 

Bee 0°. 

S. 383, Z.5 v. u. (366, 2.2 v.u.): IV 
statt: VI. 


„wer- 


„wie“ statt: 


„werden. 


„Und 


XXVa. 


S.333, 2.16 (528, Z. 12v.u.): „Weise 
zu bestimmen“. 

S. 385, 2.13 v.u. (80, 2.9f.): „au moyen 
de (2) et de (3). 

S. 386, Z.1f. (80, Z.22f.): „par un de- 
placement convenable“. 

3. 886, 2, I BEAT U): 
„p. 174—206. 


. XXVL 
S. 387, Z. 10 (607, Z. 5): Die Bezeich- 
nung Nr. 1 fehlt und ist nach der fran- 
zösischen Übersetzung ($. 300, 2.16 v.u.) 
ergänzt worden. 
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S. 387, 2.14, 13 v.u. (507, 2.9,8v.u.): 
„Bestimmung von F’s Krümmungslinien 
und“. 

8.387, 2.10 v.u. (507, Z.4 v.u.): Das 
fehlende Wort „gegebene“ ist nach der 
französischen Übersetzung: „relation 
donnee“ (8. 300, Z.2 v. u.) ergänzt. 

S. 387, 2.5 v.u. (5608, 2.2): „ist. Und 
da Bour“. 

S. 388, Z. 6 (508, Z. 14): „allgemeine 


Methode“; die franz. Üb.: „plus gene- 


rale“ (S. 301, Z. 14). 

S. 388, 2.14 (508, 2.9 v. u.): „derselben 
sollen die“. 

S. 388, Z. 20 (508, 2.2 v.u.): „bestimmt 
sind“. 

S. 389, Z. 17 (510, Z. 1): „sogar un- 
nothwendig, die“. 

S. 390, Z.1 (510, Z. 11, 10 v.u.): 
„Haupttangenten-Kurven wie auch nicht 
die geodätischen“. 

S. 390, Z. 15 (511, Z. 4): fehlt: dv. 

S. 390, 2.17 (511, Z. 6) lautet so: 


9.9 ud 
„Const. a ie c ge 
S. 390, Z. 19f. (611, Z. 9): „während 
er r k® das“. 
XXVlIa. 


S. 393, Z. 9 v.u. (531, Z. 18): „eine 
allgemeine Lösung‘. 


XXVLH. 


S. 394, 2.12 v.u. (1, 2.8 v.u.): Die 
Einteilung in die Nummern 1—4 ist neu. 


XXYVIII. 
S. 398, 2.10, 9 v.u. (282, 2.2 v.u.): 


. „einer beliebig vorgelegten‘. 


S. 399, Z. 8 (283, Z. 13): „keine Inte- 
grationen von“. 

8.399, 2.11u.2.5 v.u. (283, 2.5v.u.e 
Im Texte fehlt die Verweisung auf dies: 
Note. 

3.399, Z. 17f. (283, Z. 9,8 v.u.): „Re- 
sultaten kürzlich auseinanderzusetzen“. 

S. 399, Z. 12 v.u. (284, 2.4): Die Ein- 
teilung in die Nummern 1—13 ist neu. 

S. 400, Z. 4 (284, Z. 14): „Zu einem“. 


S. 400, Z. 13, 14 (284, 2.6,5 v.u): 
„Zu einem Flächenelemente“; „Zu den. 
00°? Flächenelementen‘“. 

S.400, 2.19 (285, Z. 1f.) „haben eben- 
falls die transformirten Flächen kon- 
stante‘, 

S.402, 2.1 (286, Z.4 v.u.): „ist. Und 
wenn“. 

S. 402, Z. 12f., 14 (287, Z. 9£., 12): 
„Operation eben ihren analytischen Aus- 
druck in meine unendlichdeutige Trans- 
formation‘; „fundamental, wie sich“. 

S. 402, 2.9,8v.u.,6 v.u. (288, Z.2f., 5): 
„bilden, an der die... F'angehört,.... ®, 
nicht dieser Schaar angehören“, „bilden, 
an der alle‘. 

S. 404, Z. 6 v. u. (290, Z. 11 v.u): 
„eine beliebig vorgelegte‘. 

S.405, 2. 3(290, 2.3 v.u.): Der Faktor 
1+p»?+g° fehlt bei dp. 

S 405, 2.4 (290, Z. 1 v.u.): „Und 
die letztgeschriebene Transformation lie- 
fert‘‘. 

S. 406, 2.14 (292, 2.4 v.u.): „ist doch“ 

S. 407, Z. 6, 6 (294, Z. 1, 2): Die Be- 
zeichnung: (11a) ist neu hinzugefügt. 

S.407, 2.6 v. u. (294, 2.2 v.u.): Vor 
dem letzten Bruche steht: — statt: +. 

S.407, 2.5 v.u. (294, 2.1v.u.): „nach“ 
fehlt. 

S. 408, Z. 9 v.u., 409, Z.4, 11 (296, 
2.6, 2.5 v.u., 297, 2.3) steht » jedes- 
mal auf der rechten Seite als Nenner. 

S. 408, Z.8 v. u. (296, Z. 7): 

a = pl 5 —30' - gr —.. 
3.409, Z. 11 (297, 2.3): „—-(1+g®) rt“ 
S. 410, 2.3 v.u. (299, 2.6): A(F(f) 

statt: B(E(f). 

S. 411, 2.7 (299, Z.8, 7 v.u.): „oder 
nicht verschwindet. Durch‘. 

S. 411, Z. 9, 10 (299, 2.6,5 v. u): 
RS, — 58; 2(—-@+ p’g)’rt. 

S. 411, Z. 13 v. u. (300, Z. 10): „be- 
friedigen. Man“. 

S.411, 2.5,4 v. u. (300, 2.8,7 v.u.): 
„ich ihre Begründung zu einer anderen 
Gelegenheit“. 

S. 412, Z. 1 (800, 2. 6, 5 v. u.): „so 
viel zu“. 
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S. 413, Z. 4 (802, 2.9): „..+pq 
i — pr +2qs 8 ‘ 
(R,—pa—qPp) . a: z RZ R,“. 


S. 413, Z. 5f. (302, Z. 11): „Berechnung 
von den Incrementen‘“. 

S. 413, Z. 7 (302, Z.12—14): Der Faktor 
1 eilt üreimar 


E 
S. 414, Z. 11 (304, Z. 8): 


ee Bra a (1+ 49°) «+pqgy+ Kae, 

S.415, Z.8f. (305, Z. 9): „unabhängıg. 
Und daher“. 

S. 415, Z.13 v. u. (305, 2.8 v.u.): „In 
Folge dessen kann aus“. 


XXX, 

S. 421, 2.7 v.u. (329, 2.7): Die Ein- 
teilung in die Nummern 1—29 ist neu. 

S. 422, Z. 15, 14 v. u. (330, Z. 7f.): 
„haben ebenfalls die transformirten Kur- 
ven konstante‘. 

8.422, Z.13 v.u. (330, Z.9): „der Kürze 
willen“. 

S.423, Z. 10, 11 (831, Z. 8, 9) fehlt 
beide Male: = 0. 

Ss. 2 tivu Bl, 2er.) 
fehlt: „wegen“. 

S. 423, 2.3 v.u. (332, 2.3) im letzten 

i — rdg, 
Gliede: + p a 

S.424,2. ı (332, 2.4): „Benutzung von 
der“. 

S. 424, Z. 5 (332, Z. 8) fehlt: „an“. 

S. 424, 2.6, 5 v. u. (333, Z. 7f.): „die 
Gleichung dz — p dx — qdy == 0 benutzt 
wird“, 


dies (8) besteht die“. 

S. 426, 2.9 (335, Z. 3): „Bogenlänge“. 

S. 426, Z. 15 (3356, Z. 10): „Die Rela- 
tion (12)“. 

S. 428, 2.13 (338, Z.1f.): „von s, wie 
zu jedem‘. 

S.429, 2.3 (338, 2.1 v.u.): den Wert: 


„— 5 — sin v“ hat Lie selbst in einem 


Sonderabdruck mit Bleistift hinzugefügt. 

S. 429, Z. 11f. (339, Z. 10): „bilden, 
an der (, dagegen nicht die K, ange- 
hören‘. 


8.425, 2.2 v.u. (334, Z.9 v.u): „Ueber- 


Abweichungen von den ersten Drucken 


8.430, 2.12 v.u. (341, 2.1): dv’ statt: 
dv. 

S. 431, Z.1 (841, Z. 3): „v»-+180 er- 
halten ... daß zu jedem“. 

S 431, Z.5 (341, Z. 8): „entsprechen, 
und also“. 

S. 431,2. 15 (341, Z.9 v.u.) fehlt links 
der Nenner d». 

S. 431, 2.5, 4 v. u. (342, 2.10): „sind. 
Und also“. 

S. 433, 2.7 v.u. (345, 2.1): Qf statt: 
Wf. Man vgl. die auf S. 440 (353) be- 
nutzten Bezeichnungen. 

8.434, 2.17 (345, 2.4 v.u.): dv statt: 
20?v. 

8.434, 2.11 v.u. (346, 2.2): Qf statt 
Wwf. 

8.434, Z.3,1 v.u. (346,2.9,11): (B.B°f) 
= B’f und (BB*f) = B*t1f. 


9.435, 2.14 (846, 2.2 v.u.): I'statt: 37 
1 0 

8.435, 2.16 (347, 2.1): 9 statt: pi. 

S. 436, Z. 12, 18 (348, Z. 3, 9): „her- 
vorgeht. Und da“; „Und also besteht‘. 

S. 436, Z. 11 v.u. (348, 2.13 v. u): p 
statt: P. 

S.436, 2.6—2 v.u. (848, 2.7—2v.u.): 
„und 2’s Differentialquotienten erster, 
zweiten und dritten Ordnung abhängen. 
Ebenfalls ist klar, ... 2,x,y und z’s Dif- 
ferentialquotienten erster, zweiten ... 
Ordnung sind ... daß z’s Differential- 
quotienten m-ter Ordnung Funktionen 
von den Größen“. 

S.437,2.1f. (349, 2.2f): „Raume weg 
und ... von p, so“. 

8.437, 2.5f. (349, 2. 5f.): „Fläche be- 
stimmt, wenn ... Ordnung wegsieht“. 

S. 437, Z. 13f. (349, Z.15): „Ordnung 
nicht m übersteigt“. 

S. 437, Z. 16 (349, Z. 10 v.u.): „sind. 
Und also wäre“. 

S.437, 2.9 v.u. (350,2. 2): „gar keine 
part. Diffgl. außer (27) befriedigen“. 

S. 438, Z. 6 (350, Z. 15 v. u.): „eben- 
falls die erste derivirte Fläche im Punkte 
%: Yo, 2" 

8.439, 2.2 (351, Z.9 v.u.) fehlt links 


| der Faktor a?. 
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S. 439, Z. 17 (352, Z. 9): 
bleibt‘. 

S. 439, 2.2 v. u. (352, 2.6 v.u.): öv 
statt: 00. 

S. 440, Z. 14 v.u. (358, Z. 14 v. u): 
„in beliebiger Weise“. 

S. 440, 2.2 v.u. (853, 2.2 v.u.): ai, 
mal f statt: 8. 

S. 441, 2. 14 (354, 2.7 v. u.) fehlt rechts 


unadf 
der Teil: do” +... 

S.441, 2.9 v.u. (355, 2.1): w(f) + W(f). 

S. 441, 2.4,3 v.u. (355, 2.7): „Trans- 
formationen. Und da‘. 

S. 442, Z. 3 (365, Z. 12): 
Und folglich‘. 

S. 442, Z. 12f. (355, Z. 8 v.u.): „Inte- 
gration von einigen anderen partiellen“- 

8. 442, 2.2,1 v.u. (856, 2.2,1 v.n.): 
„ausgeschlossen, indem es vorausgesetzt‘*; 
„die Bogenlänge der ... verschieden ist‘*. 

S. 448, Z. 14 (857, Z. 1): „Ebenfalls 
erhält“. 

8. 444, Z. 8 (358, Z. 9): 
licherweise“. 

S. 444, 2. 10 (358, 2. 11): „Und daher“. 

S. 444, Z. 5,4 v. u. (358, Z.4,3 v.u.): 
„als (1). Doch bilden“; „von (1), indem 
gie“, 


„Hierdurch 


„specielle. 


„wahrschein- 


XXXa. 
8. 446, Z. 9 (678, Z. 4): 
Sie bilden daher“. 
S. 446, Z.8 v. u. (578, Z. 9): 
leiten“. 


„befriedigen. 


„herzu- 


XXXI 


S. 447, 2.13 (518, Z.10 v. u.): 
doch zu‘. 

S. 448, Z. 11 v. u. (520, Z. 5): „und 
ebenfalls sind‘, 

8.449, 2.3 (520, 2.3 v.u.): unter den 
Wurzelzeichen stehtüberall: dsstatt: ds*. 

8. 449, 2.6 (621, 2.1): 
1 cs (90 — 0) = = { 

S.449, 2.9, Z.4 v.u. (521, 2.4, 2.5 
v.u.): „und ebenfalls“. 

S.450, 2.12 v.u. (522, 2.7 
„nach‘“, 


„war 


„sin 6 


v.u.) fehlt: 
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m 
S.451, 2.12 v.u. (523, 2.83 v.u.): „I. 
1 


S. 452, 2.2 (524, Z. 11): „I“. 
1 

8.452, 2.2v.u, (525, Z.10 v.u.): „sind. 
Und zwar“, 

S. 453, 2.5 (625, 2.4 v. u) fehlt: 
„nach“. 

S.453,2.10(526,2.4) fehlt derFaktor K. 

S.453, Z.15 (526, Z.8): „unabhängig 
sind, und“, 

S. 458, 2.6 v. u. (526, Z.8 v.u.): 
„soll“ statt: „muß“, 

S.455,2.7(528, 2.14): „Und endlich“, 

S. 455, 2. 16 (5628, 2.7,6v.u.): „Haupt- 
tangente in der zy-Ebene“, 

S. 455, Z. 8-5 v.u. (529, Z. 9—11): 
„Iangente dreht, und daß... Tangente 
einen infin. Winkel do um den Berüh- 
rungspunkt in der Oskulationsebene 
dreht. Da“, 

S. 455, 2.4, 3 v. u. (529, Z.13): „zu- 
nächst wegzusehen, indem‘. 

S. 456, Z. 4, 6 (529, 2. 10,8 v. u): 
„ist, indem di“; „groß sind. Die“. 

S. 457, 2. 8 (580, Z. 2 v.u.): „Sind 
sowohl“, 

S. 460, 2.9 v.u. (535, Z. 11): 
also“. 

S. 461, Z. 3 (536, Z. 1): „reduzieren 
die Gleichungen (11) sich auf“. 

8.461, 2. 3—1 v.u. (637, Z. 5—7) fehlt 
die Bezeichnung: (12). 

S. 463, 2.18 v.u. (539, 2.5): — statt: —+. 

S. 464, 2. 4f. (640, Z. 5): „p22—D) und 
faa—D“, 

S. 465, Z. 9£., 17 (541, 2. 9,2 v. u): 
„auch nicht die von Levy herrührende 
Integrationstheorie zur“; „auch nicht in 
dieser Weise zum‘. 


XXXIII. 


S. 470, Z. 3,2 v.u. (114, 2.10,9v.u.,, 
8 v.u.): „Ordnung, ebenfalls‘; „Aus- 
drucksweise, sehen wir“. 

S. 471, Z.1 (114, 2.6, 5 v.u.): „Ord- 
nung ist und somit“. 

S.471, 2.4 (114, Z.3 v.u.): Hier steht 
noch einmal Nr. 1statt 2; die Einteilung 

87° 


„Und 
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in die folgonden Nummern 3—11 ist neu 
hinzugefügt. 

S. 471, 2.12 (115, 2.6): „so soll die“. 

8.472, Z.6 (116, Z.5) fehlt: = 0. 

S. 472, 2.10 (116, 2. 9): „Gleichungen 
I"+!(=0 und Iu+2()= 0%. 

S.472 ,2. 10,9 v.u. (116, 2.6—4v.u.): 
„verschieden ist; anders ... Konstante 
sind, besitzt. Alsdann‘“. 

S. 472, 2.4, 83 v.u. (117, 2. 1,2): „die 
gar nicht x enthalten‘. 

8. 473, 2. 9f. (117, 2.14 v.u.): „ist, 
indem alle“. | 

8. 473, 2.3 v. u. (118, Z. 6): Bei 
b,_., fehlt der Faktor g. 


m 

8. 474, 2.83 8..0.'(119, 2.10. v.8,): 
„d%ı — fü), U — 9W)“. 

8. 475, 2.7 (180, 2. 2): „von 8,0, y 
abhängen“. 

8:3: EI EIER: 
„Bogenlänge*. 

349. Zi tae ZU4 

AU-EITER re 

8. 478, 2. 3,2 v. u. (124, Z.4,3v.u.): 
„Kugelabbildung an auf... Krümmungs- 
linien, so“. 


XXXIIIa. 


8.479, Z. 17 (297, 2.7 v.u.): „nur 
darin daß“. 

S. 479, 2.11 v.u. (298, Z. 5): „Kon- 
stante“. 


XXXIV. 


S. 481, Z. 2 (154, Z. 15): Die Eintei- 
lung in die Nummern 1—17 ist neu. 

8. 483, Z. 4—7 (157, Z.1—4): Im er- 
sten Drucke sind alle 4 Gleichungen mit 
(3) bezeichnet. 

S. 483, 2.8 (157, 2. 5): „Und also“. 

S. 483, Z. 11 (157, Z. 9): „2. 0. (8) be- 
friedigen“. 

S. 483, Z. 12 v. u. (157, 2.6, 5v.u.): 
Die Bezeichnung (4) fehlt. 

S.484, 2.5 (158, 2.12) fehlt: „— If". 

S. 484, Z. 9f. (158, 2. 17): „po, q, B,A 
bezüglich mit g, p, A, B vertauscht‘. 

S. 484, 2.10 v. u. (159, 2.1) fehlt: 
„u L,*. 


Abweichungen von den ersten Drucken 


5.485, 2.4 (189, 2.9 v.u): „A(Z,)“ 
statt: „A(L,)“. 

S. 485, 2. 7 (159, 2.6 v.u.): „Und 
ebenso“. 

S. 485, 2.13 (160, Z. 2): „Und end- 
lich“. 

8. 486, Z. 8 (160, Z.2 v. u): „Und 
also ist“. 

S. 486, 2. 12 (161, 2. 3): „Und folg- 
lich“. 

S.486, 2.11, 10 v.u. (161, 2.13, 12v. u.): 
„Berücksichtigung von den... W eben- 
falls“, 

S. 486, 2.3 v. u. (161, 2.6 v.u.) fehlt: 
„O0“, 

S. 487, 2.13 (162, S. 10f.): „umwan- 
deln, indem nämlich“. 

S. 488, 2.11, 10 v.u. (163, Z.1v.u. 
—164, Z.1: „Und unter diesen Trans- 
formationen sind die“. 

S. 489, Z.4 v. u. (165, 2. 12 v. u.) 
fehlt: „an. 

S. 490, Z. 11f. (166, Z. 4): „unnot- 
wendig‘. 

S. 490, Z. 19 (166, Z. 12) fehlt „an“, 


xXXXYV. 

S. 492, Z.19 (828, Z. 14): „Idee über 
die im“. 

8.492, 2.2 v.u. (329, Z. 5): „Und 
daher“. 

8.493, Z. 4f.; 6 (329, 2. 10f.; 12): „von 
C,&, Pr, %, Pr, beliebige“; „Ebenfalls 
gibt‘. 

S. 493, Z. 10 v. u. (330, Z. 1f.): „Und 
folglich“. 

S. 493, 2.6 v. u. (330, Z. 5): „Grund 
zu den beiden“. 

8.494, Z.5; 7f. (330, Z.15; 18): „Kon- 
stante k wiederum eine Lösung‘; „vor- 
gelegten Lösung wiederum eine Lösung“. 

S.495, 2.13 (832, 2. 5): „bekannt ist“. 

S. 495, Z. 14 (832, Z. 6) statt: 1. Teil 
steht: $ 1. 

8.495, Z.15, 14 v.u. (332, Z. 16): 
„Diskussion von diesen beiden“. 

S. 496, Z. 3 (333, Z. 4): „besitzen. 
Und war“. 

S. 496, Z. 10 v.u. (338, 2.2 v. u): 
Z statt: Z’. 
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S 497, 2.5 (334, Z. 13): fehlt bei dz 
der Faktor dt. 

S. 497, Z. 16 (834, Z. 5 v. u.) fehlt dt. 

Z. 497, Z. 18, 19, 24 (334, Z.3,2v. u, 
835, 2. 4) fehlt dreimal dt. 

S. 498, 2.4, 3 v.u. (336, 2.8, 7 v.u.): 
„reduzieren die Bedgl. (8) sich auf“. 

S. 499, 2.4 v. 0., 17 v.u. (3386, Z.1 
v. u., 337, Z. 12 v. u.): fehlt dreimal der 
Faktor öt. 

8.499, Z. 10, 21, 25 (8337, 2.7 v.o, 
9, 4 v. u.): „als neues x“; „als neues 2"; 
„als neues y*. 

S. 500, Z.1v.o., 4 v.u. (838, 2.7, 
339, Z. 6) statt 4 und 5 steht: 5 und 4. 

S. 500, Z. 11 (838, Z. 12 v. u.) fehlt: 
+ c. 

S. 501, Z.17 (840, Z. 5) fehlt drei- 

mal Öt. 
8.501, Z.7 v.u. (340, Z.13 v.u.): 
„als neues 2“. 

S. 502, 2.10 v.u. (341, 2.10 v.u.) 
steht vor „Bei“ die Nr. 6, die schon 
da war. 

S. 502, 2.7, 6 v.u., 508, Z.5, ıi 
(341, 2.7, 6 v. u, 342, Z. 5, 13): „wir 
in der vorangehenden Nummer betrach- 
tet‘*. 

S. 503, 2. 7,6 v. u. (343, 2. 1, 2): „als 
neues z über in die in der vorangehenden 
Nummer diskutierte“. | 

S. 504, 2.11 (343, 2. 7 v.u.) fehlt „nach“ 
und „auch“. 

S. 504, Z. 14 (843, Z.2 v.u): „als 
neues 2“. 

S. 504, Z. 15 (343, Z. 1 v. u.) fehlt: 
„nach‘“, 

S. 504, 2.7 v. u. (8. 344, Z. 11): Von 
hier ab ist die Einteilung in die Num- 
mern 8—21 neu, im ersten Druck: ist 
nur noch einmal, S. 506, 2.16 v. u. (346, 
Z.12 v. u.) eine Nummer angebracht, 
nämlich 7. 

S. 505, Z. 8 (344, Z. 6 v. u.): „Können. 
Und durch‘. 

"8.6056, 2.12, 11 v.u. (845, Z. 8f.): 
„als neues z, gleich Null gesetzt werden‘. 

2.606, Z.15 (346, Z. 12f.): „wahr- 

scheinlicherweise“. 
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S. 506, Z.10 v. u. (346, 2.6 v.u.): 
„Und daher“. 

8.:507, 2.18 v. u. (847, 4,1 v.u): 
„oder auch muß“. 

S. 507, 2.9, 8 v. u. (348, Z. 3f.): „muß, 
und ebenfalls @' von... muß, indem 
Gleichung“. 

S. 508, Z.5 (848, Z.5 v.u.): „folgt 
ebenfalls‘. 

S. 508, Z. 8 (348, Z.2 v. u.) sind 


(32) und (53) vertauscht. 


dx dy 

S. 508, Z. 10f. (349, 2. 1f.): „Trans- 
formation aus auf ... Gleichung (23), 
so“. 


S. 508, Z.12, 16 (349, Z.5, 8): Q statt Q'. 

S. 508, Z. 7 v.u. (849, Z. 10 v.u) 
fehlt: „sein“. 

S. 508, 2.5 v.u. (344, 2.8 v. u.) im 
Nenner von g’ steht: «,. statt: &r. 

S. 508, 2.4 v.u. (349, 2.7 v.u): a2 
statt: a3. 

S. 509,.2. 2 (349, 2.2 v.u.): „r+ Pp 
+Qq4+22=0". 

S. 509, Z.14 (350, Z. 12): @, statt: a3. 

S. 509, Z. 15 (350, Z. 18) steht: 

„rt a+ ZN“. 

S. 510, Z.3, 5-7 (851, Z. 6, 8—10) 
fehlt viermal dt. 

S 510, 2.15 v. u. (851, 2.4 v.u.): 
Zi statt: Z.. 

S. 510, Z.11 v.u. (852, 2.1): „als 
neues y“. 

S. 511, Z.4 (352, Z.13 v.u.) fehlt: 
„uns“, 

S. 512, Z. 14 (354, Z. 3) fehlt: =. 

S. 512, Z. 19 (854, Z. 8): „ist, indem 
eine‘. 

S. 512, Z. 15, 14 v. u. (354, Z. 13f.): 
„Transformationen enthält. Und dabei“. 

S. 513, 2.3 (355, Z. 2) fehlt: „nach“. 

$.513, Z.11 (855, Z.10f.): „der Form 
z2’F(y) als neues z gleich Null gesetzt 
werden“. 

S. 513, Z. 20 (855, 2.7 v.u.) fehlt: 


PH is 
„0“. 


S. 513, Z. 24 (855, 2.3 v.u): 
nt + Yßy“- 


Abweichungen von 
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S. 514, Z. 15 v.u. (857, 2.4): „g 2" 
statt „2. Teil“. 

S. 514, Z. 8-6 v. u. (357, Z. 11—18): 
„In der nächsten Nummer zeigen . 
Form unnotwendig ist“. 

S. 516, Z. 1 (358, 2.1 v.u.): „und 
also besitzt‘*. 

S. 516, Z. 5 v. u. (859, 2.1 v.u): 
5 B : A 
Be. +(e- .,)® +. 

== 0‘, 

S. 517, 2.9 (360, Z.13): Das erste „—*“ 
fehlt, und es steht: „BA®* statt: „BA“. 

S. 517, Z. 17 (860, Z.5 v. u.): 

„m(m —1)— Bm +A=0=m? 


— (B+1)m + 4“. 

S. 517, 2.8 v.u. (361, 2.2): „Inte- 
gration von den drei“. 

S. 518, Z. 9 v. u. (862, Z. 6) fehlt die 
Bezeichnung: „(37)“. 

S. 519, Z. 8 (362, Z. 3 v. u.): „indess 
ebenfalls möglich‘. 

S. 519, Z. 15 (363, 2. 5): „Ay“ statt: 
ee 

S. 520, Z. 3 (364, Z. 1): viermal „a“ 
statt: „ww“ 

S. 520, 2.14 (364, 2.12): „X (x) statt: 
„Zix)s". 

S. 520, Z. 13—9 v. u. (864, 2. 5—1v. 
u): „Methode überhaupt ... gebracht 
werden kann, sich anwenden ... soll 
in der nächsten Nummer gezeigt wer- 
den‘. 

S. 520, Z.1v.u.; 521, Z. 3 (365, Z. 8, 
12) fehlt bei öz das Öt. 

S. 521, Z. 9 (865, Z. 18f.): „oder auch 
gibt es mehrere“. 

S. 521, Z. 14 v. u. (366, Z. 4): „in den 
früheren Nummern“. 

S. 522, 2.5 (366, Z.8 v. u.): „Inte- 
gration von einer“, 

S. 522, Z.14 (867, Z. 2): „von der 
partiellen“. 

8.522, Z.11 v.u. (367, Z. 11f.): „Glei- 
chung (41) ebenfalls die“. 

S. 622, Z.1 v.u. (867, 2.6, 5 v.u.): 
„einer beliebig vorgelegten“. 


den ersten Drucken 


XXXVa. 
8. 523, Z.1 v.u. (299, Z. 12f.) fehlt: 
„je: 
S..524, 2. 12 (899, 2.9 v. 8): „in 
partikulären Integralen‘*. 


XXXYVI 

S. 526, 2.7 (2, Z. 6) haben dx, dy,dy’ 
alle das entgegengesetzte Vorzeichen. 

S. 527, Z. 4f. (3, Z. 7f.) wörtlich über- 
setzt: „die eine Transformationsgruppe 
gestatten“. 

S. 528, 2.17 (4, 2.6 v.u.) wörtlich 
übersetzt: „und zugleich in den“. 

S. 528, 2.14 v.u. (5, Z. 3) wörtlich 
übersetzt: „aber selbstverständlich kann 
ich‘. 

Z. 529, Z. 6 (5, Z. 13) wörtlich: „sind‘* 
statt: „werden“. 


XXXVIa. 
S. 530, 2.4 (236, Z. 12): „von den‘* 
statt: ‚‚der“. 
XXXVI. 
8. 531, 2.16 (1, 2.7 v.u.): Die Ein- 
teilung in die Nummern 1 bis 6 ist neu. 
8.532, Z.1, 3, 7,9 (2, Z. 8, 10, 14, 
16) fehlt: „nach“, „daher nach‘, „nach‘“, 
„also nach (7). 
S. 534, Z. 11 v.u. (5, 2.11 v. u.): „ist. 
Und da“. 
S. 535, Z 1 (6, Z. 1): „von den“ statt: 
„der“. 
8.5385, 2.9 v.u. (6, 2.9, 8 v.u): 
„dagegen alle Kurven in R,, deren“. 
S. 535, 2.4—2 v. u. (6, 2.5—3v.u.): 
„mit konstanten ... im konstanten“. 


XXXTVIlIa. 


S. 536, Z. 5 (668, Z. 6f.): „von der“ 
statt: „der“. 


XXXVIIL 
S. 537, Z.10 (1, Z. 8): Die Einteilung 
in die Nummern 1 bis 14 ist neu. 
S. 538, Z. 8 (2, Z. 11f.): „in Plücker* 
schem“. 
S.538, Z. 13 (2, 2.17): „Ebenen E. 
Und also“. 


Abhandlung XXXV- XXXVIO 


S. 538, 2.4, 3 v.u. (3, 2. 6,7) fehlt: 
„an“ und: „Satz“. 

S. 539, Z. 5 (3, Z. 15): „sodaß‘‘ statt: 
„daß“. 

S. 539, Z. 13f. (3, Z. 12 v. u.): „Kom- 
plexe C, jede Kurve k gehört ihrer- 
seits**. 

S. 539, 2. 19—22 (3, 2.6—2 v.u.): 
„einem Komplexe C; und ebenfalls ge- 
hören ... benachbarten Komplexe C’. 
Also... C und C’ und“. 

S. 539, Z.16 v.u. (4, 2.1): „Ebenfalls 
erkennen“. 

S. 540, Z. 1f. (4, Z. 13 v.u.) „besitzen. 
Und zwar“. 

S. 540, 2.8 (4, Z. 8 v. u.): „weg‘* statt 
„ab“ 

S. 540, Z.14 (4, Z.2 v. u.): „und eben- 
falls o*. 

S. 540, 2. 19f. (5, Z. 4f.): „und erin- 
nere dabei, daß‘. 

S. 540, 2.2 v.u. (5, 2.2 v.u.): „muß 
ebenfalls die‘. 

S. 541, 2.1 (5, Z. 15, 14 v. u.): „Hier- 
auf halte ich es doch für unnotwendig 
einzugehen. Denn‘. 

S.541, Z.5 (5, Z. 11 v.u.): „doch 
statt: „jedoch“. 

S. 541, 2.8 (5, 2.8 v.u.): „Krüm- 
mungskugel‘. 

S. 541, 2. 10 (5, 2.6 v. u): „man 
ebenfalls einen“. 

S. 541, Z. 15 (6, Z. 1): „Die Nummern 
II bis V sind neu hinzugefügt, da in 
dem ersten Drucke, hier $S. 5387, 2.8 
(1, Z. 7) die Nummer I steht. 

S. 541, 2.13 v. u. (6, Z. 13): „indem“ 
statt „weil“. 

8.541, Z.5,4v.u. (6,2. 21): „entfernte 
Punkte wie F' besitzt‘. 

S. 542, 8. 7 (7, Z.2): „ausarten braucht“. 

S. 542, Z. 10 (7, Z. 5f.) fehlt: „sich“. 

S. 542, Z. 17, 16 v. u. (7, 2.13 v.u.): 
„schon im 1872 ... erledigt wurde“. 

S. 542, Z. 11—9 v. u. (6, 2.6—3v.u.): 
„als Ort von oo! Flächenelementen ... 
andererseits Ort von oo! Flächenele- 
menten‘. 
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S. 542, 2.4 v.u.(7,Z.3 v.u.): „nicht 
euklidische“. 

S. 543, 2. 10 (8, 2. 6f): „ebenfalls“. 

S. 543, 2.19 (8, 2. 15): „die zu ver- 
schiedenen‘. 

8. 548, Z. 14 v.u. (8, 2.12 v.u.: 
„L,Y, 2 statt nr, y, 2. 

S. 543, 2.13, 12 v.u. (8,2.11,10 v.u.): 
„hierbei gut denkbar, dß F=a,d=b 
nicht gemeinsame“. 

S. 543, 2.10 v.u. (8, 2.8 v. u.) fehlt: 
„für“, 

S.543, 2.5 v.u. (8, 2.4, 3 v.u): 
„die zu einer“. 

S. 544, 2. 3 (9, Z. 8): „Ist statt: 
„Sind“. 

S. 544, 2. 11 (9, Z. 11): „Parameter f 
kann“. 

8. 544, Z.16 (9, 2. 16): „oder nicht 
gestattet“. 


S. 544, 2. 19f. (9, Z. 20f.): „Gruppe 


aus auf ein... y*=?, wo m größer“. 


S. 544, Z. 24 (9, Z. 11 v. u.): „werden. 
Und folglich“. 

S.544, 2.9, 6,4 v.u. (9, 2.8, 5,3 
v.u.): „Schon in 1874 lenkte ich die 
Aufmerksamkeit (Göttinger Nachr.) auf 
solche“; „Schon in 1874“; „Transfor- 
mationen zu ziehen“. 

S. 545, 2.4,3 v.u. (10, 2.2,1v.u.): 
Im Texte des ersten Druckes fehlt die 
Verweisung auf diese Anmerkung; sie 
ist S. 545, Z. 5 (10, Z. 12) angebracht. 

8.545, Z.15 v.u. (11, Z. 2): „und 
ihre Faktoren‘. 

S.545, Z. 12—10 v. u. (11, Z. 6f.): 
„direkt diejenige Methode‘; „ent- 
wickelte‘‘ statt: „entwickelt habe‘. 

S. 545, 2.7, 6 v.u. (11, Z. 11): „und 
eine gewisse Anzahl Parameter. Bei“, 

S. 546, Z. 6 (11, Z. 18): „Gruppe f 
nicht“. 

S. 546, Z. 8 (11, Z. 20f.): „auf der 
größten Untergruppe‘. 

S. 546, Z.12 v.u. (12, Z. 5): „eine 
Reihe Quadraturen erforderlich sind“. 

8.546, Z.2 v.u. (12, 2.2, 1v.u): 
„ausgesprochen worden ist“. 
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Abweichungen von 


XXXVIIIa. 


S. 547, 2.7 v. u. (288, Z. 2f.): „wahr- 
scheinlicherweise‘. 


XXXXIX. 

$. 848, 2.4 v. u (17, 2. U) sl, si. 
Ir)“. 

S. 549, 2.8 (17, 2.5 v.u.) wörtlich 
übersetzt: „wenn die Gruppe nicht zu- 
sammengesetzt ist“. 

S. 549, 2. 17—15 v. u. (18, 2. 12): 
wörtlich übersetzt: „und die eines von 
den Systemen gerader Linien der Fläche 
invariant lassen‘, 


XL. 

S. 551, 2.6, 7 (1, 2.5): Die Eintei- 
lung in die Paragraphen 1 und 2 und in 
die Nummern 1 bis 7 ist neu. 

S. 652, 2. 7f. (2, Z. 16): „es nur eine 
(oder einige diskrete) lineare Transfor- 
mation, welche‘. 

8.552, 2.15 v.u. (8, Z. 1f.): „vor- 
gelegt war, eine“. 

S. 552, 2.5, 4 v.u. (83, Z. 11f.): „die 
15. Novbr. 1871 ... vorgelegt wurde, 
habe“, 

S. 554, 2.8 (4, 2.1v.u): 

ua -D)—- mM —-NW=N". 

S. 555, 2.1 (5, 2.2 v.u.): „Richtung 
u. —L%, Yı -Y, 2, — 2 eine‘. 

S. 555, 2. 6f. (6, 2. 5): „in einer iso- 
tropen Developpable“. 


den ersten Drucken 


XLa. 


8.555, 2.4 v.u. (288, Z.1 vu): 
„Diese Interpretation, die“. 


XLI. 


S. 556, 2.13 (1, Z. 12): „doch“ statt: 
„jedoch“. 

S. 556, Z. 18—20 (2, Z. 1f.): zweimal 
„mit arbiträren Konstante‘. 

S. 557, 2.2 (2,2.9): „meinen in 1880*. 

S. 557, 2.16 (2, Z.11 v. u): „R,“ 
statt: „B,“. 

S. 557, 2.19 (2, Z. 8 v. u.): „integriert 
wird“. 

S. 557, 2.21 (2, 2.6 v.u.): „in Zu- 
saınmenhange“, 

S. 557, 2.22, 27 (2,2. 5 v.u.; 3, 2.3): 
„Schon in 1874“; „ich in 1882“, 

S. 558, 2.7 (3, Z. 15) fehlt: „an“. 

S. 558, 2.17 (8, 2.6 v.u.): 

„O = 180 — Q“, 

S. 558, 2.9 v.u. (4, 2. 3f.): „selbst- 
verständlicherweise“. 

8.559, 2.2 (4, Z. 12): „vorgelegten 
Bild durch‘, 

S. 559, 2.13 (4, 2.8 v.u.): „Eben- 
falls besitzt“. 

S. 559, 2.20 (4, Z.1 v.u.): „die 2x, 
als‘, 

S. 560, Z. 8—10 (5, Z.4—2 v. u.): „ist 
ganz analog (ja umfaßt) meine in 1874 
gegebene Methode zur Integration eines 
vollständigen Systems mit einer bekann- 
ten kontinuierlichen Gruppe“. 


Die eingeklammeıten Seitenzahlen beziehen sich auf den ersten Druck, da- 
hinter folgt dessen Lesart. Unmittelbar ersichtliche Druck- und Sprachfehler sind 


nur in einzelnen Fällen berücksichtigt. 


Anmerkungen. 


Auf die nachstehend aufgeführten Schriften wird öfters verwiesen werden. Dabei 
bedeutet z. B. Clebsch II die hier unter Clebsch als Nr. II angegebene Abhandlung. 


A. M. Ampere (1775—1836). 


I. Considerations generales sur les integrales des @quations aux differentielles 
partielle. Journ. de l’Ecole polyt. T. X, Cah. XVII, 8. 549—611 (Paris 1815). 

ll. M&emoire contenant l’application de la theorie exposee dans le XVII® Cahier 
d.J. d. l’Ee. pol. & integration des equations aux differentielles partielles du premier 
et du second ordre. Ebd. T. XI, Cah. XVII, S. 1—188 (Paris 1820). 


G. Boole (1815— 1864). 


Über die partielle Diffgl. 2.0. Rr+8s+Tt+U(®— rt)=V. Crelles Journ. 
Bd. 61, S. 309—333 (Berlin 1863). 


E. Bour (1832—1864). 
I. Theorie de la deformation des surfaces. Journ. d. l’Ec. pol. T. 22, Cah. 39, 
S. 1—148 (Paris 1862). 
Il. Sur l’integration des equations differentielles partielles du premier et du 
second ordre. Ebd. 8. 149—191. 
Ein Auszug aus II in den Ü.R. Bd. 54, 1862, S. 439— 444, 549— 554, 588—593, 
645—655. 
A. Cauchy (1789—1857). 


Note sur l'integration des equations aux differences partielles du premier ordre 
a un nombre quelconque de variables. Bulletin des sciences par la societ& philo- 
matique de Paris, Annde 1819, S. 10—21. Übersetzt von G. Kowalewski in Ost- 
walds Klassikern der exakt. Wiss. Nr. 113, Leipzig 1900. 


A. Clebsch (1833—1872). 


I. Über Jacobis Methode, die part. Diffgl. 1. OÖ. zu integrieren und ihre Aus- 
dehnung auf das Pfaffsche Problem. Auszug aus einem Schreiben an den Heraus- 
geber. Crelle 59, S. 190—192 (1861). 

IL. Über das Pfaffsche Problem. I. Abh. Crelle 60, 8. 193—251 (1862). 

III. Über das Pfaffsche Problem. II. Abh. Crelle 61, 8. 146—179 (1863). 

IV. Über die simultane Integration linearer part. Diffgl. Crelle 65, S. 257 bis 
268 (1866). 

G. Darboux (1842—1917). 


Il. Sur les &quations aux derivees partielles du second ordre. C. R. 70, 8. 675 
bis 678 (1870). 

II. Sur la theorie des @quations aux derivees partielles. Ebd. S. 746—749. 

III. Sur les &quations aux derivdes partielles du second ordre. Ann. de l’Ee. 
Norm. 1. Ser., Bd. 7, 8. 163—173 (1870). 

IV. Mömoire sur les solutions singulieres des &quations aux derivees partielles 
du premier ordre. M&m. pres. par div. sav. Bd. XXVII, Nr. 2, S. 1—243 (Paris 1883). 
Presente ä l’Acad. le 29. mai 1876. Vgl. besonders $. 212—221 und S. 243. 
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W. G. Imschenetzky (1832—1892). 


I. Sur l’integration des &quations aux derivees partielles du premier ordre. 
Grunerts Arch. Bd. 50, S. 278—474, Greifswald 1869. 

II. Etude sur les methodes d'integration des &qu. aux der. part. du second 
ordre d’une fonetion de deux variables independantes. Ebd. Bd. 54, S. 209—360 (1872). 

Magisterdiss. und Doktordiss. des Verf., zuerst erschienen in den Gelehrten 
Schriften der Univ. Kasan 1854, II. Lief., S. 1—172 und Bd. IV für 1868, Lief. II, 
IV, S. 111— 264. 


C. G. J. Jacobi (1804—1851). 


I. Über die Integration der partiellen Differentialgleichungen 1. 0. Crelle 2, 
8. 317—329 (1827); Werke IV, 8. 3—15. 

II. Über die Pfaffsche Methode, e. gewöhnl. lineare Diffgl. zwischen 2n Variabeln 
durch ein System von n Gl. zu integrieren. Crelle 2, S. 347—357 (1827), Werke IV, 
S. 19—29. 

III. Über die Reduktion der Integration der part. Differentialgleichungen 1.0, 
zwischen irgend einer Zahl Variabeln auf die Integration eines einzigen Systems gew. 
Diffgl. Crelle 17, 8. 97—162 (1837); Werke IV, S. 59—127. 

IV. Dilueidationes de aequationum differentialium vulgarium systematis earum- 
que connexione cum aequationibus differentialibus partialibus linearibus primi ordinis. 
Crelle 23, S. 1—104 (1842), Werke IV, S. 149—255. 

V. Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum differentialium vul- 
garium applicandi. Crelle 27, $. 129—268 (1844), 29, 8. 213—279, 333—376 (1845), 
Werke IV, S. 319—509. 

VI. Nova methodus, aequationes differentiales partiales primi ordinis inter 
numerum variabilium quemcumque propositas integrandi. Crelle 60, 8. 1—181 
(1862), Werke V, 8. 3—189. 

VII. Über diejenigen Probleme der Mechanik, in welchen eine Kräftefunktion 
existiert, und über die Theorie der Störungen. Vorlesungen über Dynamik, hrgg. von 
Clebsch, Berlin 1866, S. 303—470, Werke V, 8. 219—395. 

VIII. Über die vollständigen Lösungen einer part. Diffgl. 1.0. Ebd. S. 471—509, 
Werke V, S. 399—438. 

IX. De aequationum differentialium isoperimetricarum transformationibus earum- 
que reductione ad aequationem differentialem partialem primi ordinis non linearem. 
Ebd. S. 534—549, Werke V, $. 467—482. 

X. Vorlesungen über Dynamik, gehalten 1842—43, hrgg. von Clebsch, 1. Ausg. 
Berlin 1866. Werke: Supplementband. 


J. L. Lagrange (1736—1813). 

I. Sur l’intögration des &quations ä differences partielles du premier ordre. 
Nouv. M&m. de Berlin, annde 1772, 8. 353—372 (Berlin 1774), Oeuvres III, 8. 549—575. 
Deutsch von G. Kowalewski, Ostwalds Klass. Nr. 113, Leipzig 1900. 

II. Sur differentes questions d’analyse relatives & la theorie des integrales par- 
tieuliöres. Ebd. annde 1779, S. 121—160 (Berlin 1781), Oeuvres IV, 8. 585—634. 

III. Methode generale pour integrer les equations aux differences partielles du 
premier ordre lorsque ces differences ne sont que lineaires. Ebd. annee 1785, 
S. 174—190 (Berlin 1787), Oeuvres V, 8. 543—562. 

IV. Lecons sur le caleul des fonctions, nouv. edit. Paris 1806, Lecon XX. 


Oeuvres X, 8. 349 f. 


M. Levy (1838—1910). 
I. Mömoire sur la theorie des 6quations & differences partielles du second ordre 
ä deux variables indöpendantes (Extrait par l’auteur) C. R. 75, S. 1094—1098 (1872). 
II. Sur le developpement des surfaces dont l’el&ment lineaire est exprimable 
par une fonction homogene. C. R. 87, S. 788—791 (1878). 


Schriften, auf die öfters verwiesen wird 587 


A. Mayer (1839—1908). 


I. Über die Jacobi-Hamiltonsche Integrationsmethode der part. Diffgl. 1. O. 
Math. Ann. III, S. 435—452 (1871). 

II. Über die Integration simultaner part. Diffgl. der 1. OÖ. mit derselben un- 
bekannten Funktion. Ebd. IV, S. 88—94 (1871). 

III. Zur simultanen Integration linearer partieller Diffgl. Gött. Nachr. Nr. 15 
vom 12. 6. 1872, $. 315—320. 

IV. Über unbeschränkt integrable Systeme von linearen totalen Diffgl. und die 
simultane Integration linearer part. Diffgl. Ann. V, Heft 3, S. 448—470, ausgegeben 
30. 8. 1872. 

V. Zur Theorie der vollständigen Lösungen und der Transformation der part. 
Differentialgleichungen 1. OÖ. Gött. Nachr. Nr. 21 vom 21. 8. 1872, S. 405—420. 

VI. Die Liesche Integrationsmethode der part. Diffgl. 1.0. Ebd. Nr. 24 vom 
9. 10. 1872, 8. 467—472, 

VIa. Die Liesche Integrationsmethode der part. Diffgl. 1.0. Ann. VI, Heft 2, 
S. 162—192, ausgeg. 19. 6. 1873. 

Nachtrag: Direkte Ableitung des Lieschen Fundamentaltheorems durch die 
Methode von Cauchy. Ebd. S. 192—196. 

VII. Zur Integration der part. Diffgl. 1. 0. Gött. Nachr. Nr. 11 vom 7. 5. 1873, 
Ss. 299— 310. 

VII. Über die Lieschen Berührungs-Transformationen. Ebd. Nr. 13 vom 
17. 6. 1874, S. 317—331. 

IX. Direkte Begründung der Theorie der Berührungs-Transformationen. Ann. 
VII, Heft 3, S. 304—312, ausgeg. 4. 3. 1875. 

Zusatz zu der Lieschen Abh.: „Begründung einer Invariantentheorie der B.T.“, 
ebd. $. 215—303 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. ]). 

X. Über eine Erweiterung der Lieschen Integrationsmethode. Ann. VIII, 
S. 313—318 (1875). 

XI. Über die Weilersche Integrationsmethode der part. Diffgl. 1.0. Ann. IX, 
Heft 3, S. 347—370, ausgeg. 4. 1. 1876. 

XII. Über den Multiplikator eines Jacobischen Systems. Ebd. XII, Heft 1, 
S. 132—142, ausgeg. 7. 6. 1877. 


G. Monge (1746—1818). 


I. M&moire sur l’expression analytique de la generation des surfaces courbes. 
Mem. de l’Acad. des Sciences, annee 1784, S. 85—117 (Paris 1787). 

II. M&moire sur le caleul integral des &quations aux differences partielles. 
Ebd. S 118— 192. 

III. Supplöment oü l’on fait voir que les equations aux differences ordinaires, 
pour lesquelles les conditions d’integrabilit€ ne sont pas satisfaites, sont suscep- 
tibles d’une veritable integration, et que c’est de cette integration que depend celle 
des &quations aux differences partielles elevees. Ebd. S. 502—576. 

IV. Application de l’analyse ä la g6ometrie. 5. Ed. par Liouville, Paris 1850. 


L. Natani (1819—1905). 


I. Über totale und partielle Differentialgleichungen. Crelle 58, S. 301—328 
(1861). Umgearbeitet und erweitert in: 

II. Die höhere Analysis in vier Abhandlungen, Berlin, Wiegandt u. Hempel 
1866, Sonderabdruck aus dem Math. Wörterbuche von Hoffmann und Natani. 
Vgl. besonders S. 303—327, 330—359. 


J. F. Pfaff (1773—1825). 


Methodus generalis, aequationes differentiarum partialium ... primi ordinis, inter 
quoteumque variabiles complete integrandi. Abh. d. Berl. Akad. 1814—15, 5. 76—136 
(Berlin 1818). Deutsch von G. Kowalewski, Ostwalds Klass. Nr. 129, Leipz. 1902. 
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J. A. Weiler (1827—1911). 

I. Integration. der part. Diffgl. 1. u. 2.0. Grunerts Archiv 33, $. 171—329 
(Greifswald 1859). 

II. Integr. der partiellen Differentialgleichungen 1.0. mit n + 1 Veränderlichen. 
Ztschr. f. Math. u. Phys. VIII, S. 264—292 (Leipz. 1863). 

III. Über die Integr. der vollständigen Diffgl. Zd2+ Ydy+ Xdz—=0. Über 
die Integr. des vollst. Systems partieller Diffgl. von linearer Form. Integr. der part. 
Differentialgleichung 1. O. von unbeschränkter Allgemeinheit. Ebd. XX, S. 78—83, 
83— 92, 270—299 (1875). 

IV. Nachträge zu meinen Abhandlungen über Integr. part. Diffgl. der 1. O. 
Ebd. XXII, 8. 100—125 (1877). 


Das unter meiner Mitwirkung herausgegebene Werk von Lie über die Theorie 
der Transformationsgruppen bezeichne ich kurz so: Th. d. Trfsgr. I (1888), II (1890), 
III (1893). Die von G. Scheffers bearbeiteten Werke aber so: Lie-Scheffers 
Diffgl. (1891), Kontin. Gruppen (1893), G. d. B. T. (1896). Die von L. Sylow 
herausgegebenen und mit einer deutschen Übersetzung versehenen: 

Mathematiske meddelelser af Sophus Lie til Videnskabsselskabet fra aarene 
1869—1871. Videnskabsselsk. Skrifter I. Math.-naturv. Klasse 1899, Nr. 9. (15 S., 
gr. 8°) bezeichne ich so: „Math. Meddelelser“. 


Zu Abhandlung I, 8. 1—4. 


S. 1, Z. 7f. In der Abh. Math. Ann. V, S. 158f. (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 5) 
sagt Lie für B. T.: „Transformationen, bei denen Berührung eine invariante Be- 
ziehung ist“. Die dort gegebene Definition dieser Trf. wird hier in Abh: IV, 8. 18 
wiederholt, eine wirkliche Theorie der Trf. gibt aber erst Abh. IX, S. 96—119. 

S. ı, Z. 12—14. Gemeint ist jedenfalls Kleins zweite Abh.: ‚Über die soge- 
nannte Nicht-Euklidische Geometrie“, Math. Ann. VI, S. 112—145, die vor dem Er- 
langer Programme geschrieben aber später erschienen ist, und die in den $$ 1—5 
des ersten Abschnitts bereits gewisse allgemeine Ideen dieses Programms entwickelt. 
Vgl. F. Klein, ges. math. Abhandl. Bd. I, S. 315—322 (1921). 

S. 1, Z. 19, 22. Hier bedeutet () dasselbe wie später [ ]. Vgl. S. 4 und 
Abh. IX, S. 98. 

S.1, Z.15—24. Über diese Stelle hatte A. Mayer in einem Briefe vom 
15. 12. 1872 um Auskunft gebeten, worauf Lie in einem Briefe, den Mayer am 
3.1. 1873 erhalten hat, folgendes schreibt: 

„Ich werde den Satz über Berührungs-Transformationen und ihren analytischen 
Charakter etwas erörtern und einen verwandten, wichtigen Satz hinzufügen. Zu- 
nächst muß ich dabei bemerken, daß der Begriff: Leicht sich nach der Natur der 
Sache für uns beide verschieden stellt, weil unsere Denkweise verschieden ist. So 
meinten ja Sie, daß wenn man wüßte, daß ein totales System sich auf ein redu- 
ziertes zurückführen ließe, so wäre es sehr leicht einzusehen, daß die Bestimmung 
eines Integrales des letzten die Auffindung eines Integrales des ursprünglichen 
Systems nach sich 208 '); und dies ist mir leider noch eine sehr schwierige Sache; 
ob ich es auch in meiner Weise einsehe. 

„Mein Satz, den ich für R, näher betrachte: Sind Z=F,(exypg), X = ri; 
Y=F, und sind ("\,F)=0, (KF)=0, (F Bi, dann bestimmen 
d= F,X X=F, Y=F, eine Berührungs- -Transformation, wird wohl 
sicher sein. 

„Dieser Satz ist fast selbstverständlich, wenn man in gewissen Vorstellungen, 
die für wich fundamental sind, eingelebt ist. Ich gehe auf diese Sachen ein 
bißchen ein. 


1) Vgl. Abh. VII, S. 32f. A.d. H. 
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„A. Zuerst muß man wissen, wie es zu verstehen ist, daß 
zn, 

eine partielle Gleichung 1. O. ist. Jeder Punkt in der Ebene (= x,) ist eine Lö- 
sung, insofern die &*” Flächenelemente, die durch einen solchen Punkt gehen, der 
bekannten Forderung’) genügen. Ebenso ist jede Kurve, die in jener Ebene liegt, 
eine Lösung. 

„Nehme ich nun z. B. die beiden Gleichungen 
und fasse dieselben als partielle Gleichungen auf, so ist klar, daß die- 


selben ©! Lösungen gemein haben; nämlich alle Punkte der z-Achse. 
„Dementsprechend ist klar, daß 
x = Const., —= Üonst. Fig. 1. 
in Involution liegen. 
„B. Ich bemerke ferner, daß es im Begriffe Berührungs -Transformation 
liegt, daß zwei Gleichungen 
F, = Const., F, = Const,, 
die in Involution liegen, in eben solche übergehen. 
„Denn eine Berührungs-Transformation überführt Fläche?) in Fläche, Integral- 
fläche einer Gleichung in Integralfläche der transformierten Gleichung. Sind also 
F, = Const., F, = Const. 
die ursprünglichen Gleichungen, f die gemeinsamen: Integralflächen, 
®, = Const., ®, = Const. 
die transformierten Gleichungen, p die transformierten Flächen von f: so genügen 
p sowohl ®, wie ®, und also haben die transformierten Gleichungen gemeinsame 


Integralflächen. 
„Die Involutions-Beziehung ist also invariant bei Berührungs- 


Transformationen. 

„Dieses Räsonnement ist stringent, ob es auch näher ausgeführt werden muß. 
Wichtig ist hierbei die Bemerkung: Es ist in der modernen Geometrie sehr be- 
kannt, daß bei Transformationen (Abbildungen) existieren ausgezeichnete Gebilde, 
sogenannte Fundamentalgebilde. 

„Dies ist bei Berührungs-Transformation auch der Fall. So kann z, B. 

F(zxypgq) = 0 
ein Fundamentalgebilde sein; dagegen nicht 
F = Const., 
wenn die Konstante als Parameter betrachtet wird. 
„C. Aus dem Obenstehenden fließt ohne weiteres, daß wenn 
Z=F,@axypg) X=F,, Y=F, 
einer Berührungs-Transformation entsprechen, so ist es notwendig, daß 
(F,F)=®, (FF)=!0, (F,F)=0. 
Es muß auch bewiesen werden, daß diese Forderung hinreichend ist. 


1) „Jede Gleichung F(xyzpgq)= 0 definiert ©* Flächenelemente. Das Integra- 
tionsproblem besteht darin: man soll zweifach unendliche Scharen Elemente aus- 
scheiden, unter denen jedes mit allen benachbarten vereinigt liegt. (Cfr. meine 
letzte Note [hier Abh. IV, S. 20f.)]. 

„Die Gleichung x = 0, als partielle Gleichung bestimmt alle Elemente, deren 
Ort die Ebene (x = 0) ist. 

2) „Ich brauche das Wort Fläche in ausgedehnter Bedeutung. 
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„D. Zu diesem Zwecke bemerke ich, daß wenn drei Gleichungen 
F,(zxypg) = 0, F=(, FR,=(C 
paarweise in Involution liegen, so haben sie, wenn die Konstanten gewählt sind, 
eine (oder einige) gemeinsame Integralflächen. 
„E. Ich kann infolgedessen sagen, daß meine Gleichungen 
Z=FR, X=HF,, Y=F w (KF)=(KRF)=(FF)=0 
die beiden Mannigfaltigkeiten oder Räume 
(eye) und (XYZ) 
in solcher Weise auf einander beziehen, daß jedem Punkte (X YZ) eine Fläche 
im Raume (xyz) entspricht. } 

„F. Aber im ersten Abschnitte meiner Abhandlung: Über Komplexe und par- 
tielle Differentialgleichungen !) zeige ich, wenn ich es auch nicht mit diesen Worten 
ausspreche, daß wenn jedem Punkte (X YZ) eine Fläche im Raume (xyz) zugeordnet 
ist, so gibt es immer eine und nur eine Berührungs-Transformation, welche 
jeden Punkt (X YZ) in die zugeordnete Fläche überführt. 

„Befriedigen 
(1) X=F(ayp Y=F, Z=F, 
die besprochene Bedingung und wünscht man den vollständigen analytischen 
‘Ausdruck der zugehörigen Berührungs-Transformation zu finden, so eliminiert man 
zwischen (1) p und q, wobei im allgemeinen eine, aber ausnahmsweise zwei (oder 
drei) Gleichungen hervorgehen zwischen 

(ayzXYZ). 
Aber Jacobi?) hat gezeigt, daß ein solches Gleichungs-System eine Berührungs- 
Transformation definiert, und zugleich angegeben, wie man dieselbe findet. 

„Bei Bour fand ich in Göttingen (in l’Ecole polytechnique, in demjenigen 
Bande, in welchem seine Abhandlung über Deformation von Flächen sich findet ?)) 
etwa folgenden Satz): ; 

„Sind S: EI. FERED UN 280 RCREOE ie 
Funktionen von 2,2%, ...%, PıPs.-:?, und sind 

(X,X,) = 0 (P,P,) = 0 (X,P)=1 

(X,P,) = 9% diese Gl. unter Voraussetzung i und k verschieden, 
so definieren &=X, m—m=P, 
eine Berührungs-Transformation zwischen den x und p. Die für mich wesent- 
liche, zugehörige Gleichung 2’ = #zx,x,...p,) ist nicht bei Bour besprochen °) 

„Mit meiner leichtsinnigen Andeutung in: Kurzes Resum& meinte ich den fol- 
genden Satz: 

„Sind X, ...X,, P,-.. P„ Funktionen von (@, ...&%,, Pı --- 2,) und sind 

(X, X)=0, (P,P) = 0 und (X,P)=d, 
wenn i und k verschieden, so existiert immer eine Berührungs-Transformation, die 
folgenderweise definiert wird: 
u—=X,, Pp=9(P)+X(X,)), 
wo ® und X gewisse Funktionen sind, die bestimmt werden können. — Möglicher- 
weise spreche ich diesen letzten Satz im Augenblicke ein bißchen verkehrt aus.“ 


1) Math. Ann. Bd. V, d. Ausg. Bd. II, Abh.I. A.d.H. 

2) [Jacobi VI, 8 61. VII, $ 42.] 

3) |Bour, Abh. I und Abh. II, S. 157.]. 

4) [Vgl. Abh. VII, S. 49, Abh. XX, S. 296 und die Anmerkungen dazu. ] 
5) [Vgl. Abh. IX, 8..104—116.] 
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Die richtige Formulierung des Satzes findet man in Abh. IX, S. 114. 

S.1, 2.9—7 v. u. Vgl. hierzu die nachfolgende Anm. $. 603; Abh. II, S. 6, 
Z. 21—18 v. u., Abh. IV, 8.19, 2. 3—1 v.u., sowie Abh. XII, S. 172, Satz 9 und 
dessen Beweis. 

S.1, 2. 6—4 v. u., 8. 2, 2. 1—10. Lagrange zeigte schon in Abh. I, wie aus 
einer vollständigen Lösung einer partiellen Differentialgl. 1. O. in drei Ver. die all- 
gemeine Lösung abgeleitet werden kann; auch auf den Fall beliebig vieler Ver- 
änderlicher hat er das übertragen (s. Lagrange IV). Monge gab diesem analytischen 
Verfahren eine geometrische Einkleidung, indem er den Begriff der „Charakteristiken‘ 
einführte (s. Monge IV, S. 33, 39f., 53—56, 421—473). Cauchy stellte sich in der 
auf S. 585 angegebenen Abh. die Aufgabe, der part. Diffgl. 1.0. F(z, &,,...,%,, 
Pıy 2) ==0 durch eine solche Funktion z von &,,... x, zu genügen, daß für 
a =ıx,° wird: 


D.,=20 = 9a, re, En)ı (Py)z,= 2 = Pr, r=2,...,n). 


Er zeigte, daß man zu diesem Zwecke das simultane System: 


n 


(1) da,;:d2:d — Fr: DP,Fp,:— (F,,+ Pi F,) (=1,...,n 
v 


integrieren muß. Hat man aus (1) vermöge F=0 die Größe p, eliminiert, so hat 

man noch 2, &,, ».., % Pas ++, 2, 80 als Funktionen von x, zu bestimmen, daß 

für 2, =x,’ wird: 

DO ar) 
x," 


u, 2u9°,..., e) P,= V=32,...,0. 
Die gesuchte Lösung ergibt sich dann, wenn man aus den gefundenen Ausdrücken 
für 2, 2, ..., x, die Größen x,°,..., x„° eliminiert. 


Die Liesche Auffassung des Integrationsproblems. 


Lie faßte diese Cauchysche Methode in ganz neuer Weise auf, indem er den 
Schritt tat, die Größen v 
Zur CE u Er 
ihrer ursprünglichen Bedeutung als der Ableitungen einer Funktion z von den x, zu 
entkleiden und sie als mit z, &,,..., x, gleichberechtigte Größen zu betrachten. 
Jedes Wertsystem 2, &, 5... Zn» Pr = + +, ?„ wurde für ihn ein Individuum, ein 
sogenanntes Element (Abh. II, S. 6), das geometrisch abgebildet wird durch den 
Punkt z,&,,..., x, und durch einen Elementarteil einer durch den Punkt gehen- 
den n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit des R„ 41:2, %,, --- 2, (Abh. III, 8. 14) 
oder noch anschaulicher: als Element bezeichnete er die Figur, die besteht aus 
jenem Punkte und aus der hindurchgehenden n-fach ausg. Ebene: 


n ERERO \ 
3-2: - Du D)=0, 
i 


WO 3, Kr ---, Z„ die laufenden Koordinaten sind (Abh. XII, S. 154). Er ersetzte daher 
den (n-+ 1)-fach ausgedehnten Punktraum 2, x&,,..., %, durch die (2n + 1)-fach 
ausg. Mann. aller darin enthaltenen Elemente; häufig dachte er auch unmittelbar in 
dem Raume der Elemente, indem er die oo?” +1 Elemente z,x,, p; des R, 4 1:2%,%, 
durch die Punkte eines Rg,„; ı repräsentierte. 

Für diese neue Auffassung bestimmte jede Gleichung: F'(z, x,p)=0 eine 
Mann. von 00?” Elementen; die Integration des simultanen Systems (1) zerlegte diese 
Mann. in 00°" -1 Scharen von je oo! Elementen, die charakteristischen Streifen 
der Gleichung F= 0, und die Cauchysche Form der Lösungen zeigte, daß 
jede dieser Lösungen von 00”—1 char. Str. erzeugt war. 
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Die Einführung des Begriffs Element hatte nun auch eine neue Deutung der 
Gleichung dz — Zp,dx, = 0 zur Folge. Diese erschien nicht mehr als die Definitions- 
gleichung der partiellen Ableitungen von z, sondern als eine Beziehung zwischen 
den beiden unendlich benachbarten Elementen 2, x,,p, und 2+d2,2,+dx,,p,+dp;; 
diese Bedingung der vereinigten Lage beider Elemente (Abh. IV, S. 20) 
sagte aus, daß der Punkt 2+dz, x2,+ dx, des zweiten Elementes auf der n-fach 
ausgedehnten Ebene des ersten EI. liegt. Es stellte sich ferner heraus, daß zu jeder 
m-fach ausg. Punktmann. (m=0,1,...,n) des R,+1:%,%, gerade oo” EI. ge- 
hören, deren Punkte auf der Punktmann. liegen und deren Ebenen die zugehörigen 
n-fach ausg. Tangentialebenen der Punktmann. sind, und daß je zwei unendl. ben. 
dieser oo” EI. vereinigt liegen. Damit waren überhaupt alle Scharen von x” EI. 
gefunden, bei denen je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. Dagegen gab es 
Scharen dieser Art, die oo” +1 oder noch mehr EI. enthalten, gar nicht (Abh. IV, 
S. 20f., wo der Fall n—= 3 andeutungsweise behandelt wird, und Abh. XII, S. 150 
bis 155), während jede Schar von oo” El. (m<n), in der je zwei unendl. ben. El. 
vereinigt liegen, in gewissen der erwähnten Scharen von oo” El. als Teil enthalten war. 

Aus alledem ergab sich, daß es zweckmäßig war, die Aufgabe der Integration 
der part. Diffgl. 1.0. F(z, x, p) = 0 anders zu fassen, als es bisher üblich war. 
Früher hatte man nämlich nur nach solchen n-fach ausg. Punktmann. gefragt, deren 
Gl. z enthielt und die der Diffgl. ?=0 genügten. Da nun die n-fach ausg Punkt- 
mann. nur ein besonderer Fall ist von dem allgemeinen Begriffe einer Schar von 
oo” El., in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, so war es naturgemäß, als 
Integralmann. von F= (0 überhaupt jede Schar von 00” El. zu betrachten, die 
der Gl. F= 0 genügt und in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. Die 
Integration von F=0 kam dann darauf hinaus, alle derartigen Integralmann. von 
F=0 zu bestimmen. Auf diese Weise konnte die Gl. ?'—= 0 Integralmann., besitzen, 
die als Punktmann. eine beliebige der Dimensionen 0, 1,...., n besaßen; außer- 
dem erschien nunmehr überhaupt jede Gl. zwischen 2, ©, .. ., Kay Dis = = «3 Pas 
auch eine, die 9,,..., ?„ gar nicht enthielt, als eine part. Diffgl. 1.0. (vgl. Abh. III, 
S. 14; IV, 8. 21; XII, S. 155 f.). 

Auch der Begriff der vollständigen Lösung wurde nunmehr allgemeiner ge- 
faßt. Eine vollständige Lösung von F=0 erhielt man immer, wenn man die 
00?” El. von F=0 in 00” Integralmann. von je oo” EI. zerlegt hatte (Abh. IV, 
8.21; XII, $. 163; X, S. 120, Anm. 1).') 


1) Auf dem Umschlage eines Briefes, den er am 14. 2. 1873 an A. Mayer 
abgeschickt hat, schreibt Lie: 

„Es fällt mir eben ein: Bei der Behandlung part. Gl. 1.0. stellt man sukzessiv 
simultane Systeme auf und sucht Integrale. Früher forderte man immer, daß diese 
Integrale jedenfalls ein p, enthielten. Ein Integral der Form f(&,, -.., &,) = const. 
konnte man nicht brauchen. Nach meiner Erweiterung des Begriffs vollständige 
Lösung macht eine Lösung f(x, ... . &,) = Const. denselben Nutzen. Überhaupt man 
muß die 2n Größen &, ... 4,1 Pı--:2„ als gleichberechtigte Größen betrachten. 
Macht man dies nicht, riskiert man ernste Fehler.“ 

In einem im März 1873 geschriebenen Briefe an A. Mayer heißt es: 

„Was meine Erweiterung des Begriffs vollständige Lösung betrifft, so kommt 
alles gewissermaßen darauf hinaus, daß ich mit Pfaff die Aufgabe so stelle: Es soll 
dz —p, da, —:-: 2,40, = 0 

integriert werden, wenn 9, = F(2&,:.:.: u: M-1)“ 

„Bei mir ist insofern ein Fortschritt einerseits gegen Pfaff, andererseits gegen 
Monge, daß gewissermaßen bei mir eine wechselnde Auffassung angewandt wird.‘ 

„In Sprache der Mannigfaltigkeits-Lebre kann ich sagen: Ich betrachte ab- 
wechselnd die Mannigfaltigkeiten (zx, ... x,) und (@&, ...2,Pı - - -?„). Dies ist 
keine leere Phrase, entspricht im Gegenteil, wie ich einmal hoffentlich zeigen kann, 
dem Wesen der Sache.“ 
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Erwähnt muß werden, daß Lie zuweilen auch eine Schar von ©” (m<n) El., 
die F= 0 befriedigt und in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, als eine 
Integralmann. von F'= 0 bezeichnet (Abh. XII, S. 156, Hilfspr. 1). Bei Integralmann. 
schlechthin, ohne Angabe der Anzahl der El., ist jedoch immer der Fallm—=n 
gemeint. 

Die neuen Begriffsbildungen setzte Lie mit der Cauchyschen Methode in 
Verbindung und konnte dadurch der ganzen Theorie eine ungeahnte Einfachheit 
und Durchsichtigkeit geben. Namentlich erwies sich die Einführung der charak- 
teristischen Streifen an Stelle von Monges char. Kurven als äußerst nützlich. Die 
00! Punkte der oo! El. jedes char. Streifens bilden nämlich immer eine char. Kurve 
im Sinne von Monge. Während aber die Zahl der char. Str. stets 00?” —1 ist, kann 
die der char. Kurven auch kleiner sein, und während im allgemeinen jede Integral- 
mann. von 00”! char. Streifen erzeugt ist und die Ausnahmen leicht angegeben 
werden können, kann die Zahl der erzeugenden char. Kurven sehr verschieden sein, 
und die Feststellung der einzelnen Möglichkeiten erfordert die Entwickelung ganz 
besonderer Theorien (Abh.], S. 1f.; II, S. 7; IV, S. 21—25). 

Es unterliegt keinem Zweifel, daß Lie alle diese Begriffe schon besaß, als er 
die Abh. I schrieb. Ebenso besaß er damals bereits den allgemeinen Begriff der 
Berührungs-Transformation als einer Transformation der Elemente z, x,, », des 
Rn+1:2, X +--, %,, bei der je zwei unendlich benachbarte vereinigt liegende Ele- 
mente in ebensolche übergehen, bei der also die Gleichung dze — Zp,da,=0 in- 
variant bleibt (vgl. Abh. IV, S. 18; die wahre Definition des Begriffs wird allerdings 
erst in Abh. IX, 8.98 gegeben). Er wußte auch, daß man aus einer part. Diffgl. 1. O. 
p(zxp) = 0 durch Ausführung einer B-T. im allgemeinen eine bestimmte trans- 
formierte Gleichung erhält, und daß dann im allgemeinen jede Integralmann. von g = 0 
in eine Integralmann. der transformierten Gleichung übergeht, während ohne Aus- 
nahme jede vollständige Lösung von g=0 eine vollst. Lösung der transformierten 
Gleichung liefert. Einzelne Integralmann. von = 0 können nämlich bei der B.T. 
verloren gehen, ebenso wie sich die Gl. = 0 bei gewissen B. T. in ein Gleichungs- 
system verwandeln kann (Abh. IV, S. 23, Z. 11—17; S. 589, Z. 20—13 v. u.). 


Infinitesimale Transformationen und invariante Mannigfaltigkeiten. 


Außerdem arbeitete Lie, wie aus S. 2, Nr. 3 hervorgeht, damals auch schon 
mit dem Begriffe der infinitesimalen Transformation. Ein simultanes System 


A. En) 
dachte er sich als eine inf. Trf. oder genauer als eine ganze Schar von inf. Trf. Die 
allgemeinste inf. Trf. dieser Schar erteilt den Koordinaten x,,..., &, Jedes Punktes 
die unendlich kleinen Zuwachse: 
02%, =0 (2, :-.,,2%,)8, 01 (=1,...,9), 


wo e eine willk. Fkt. und öt eine unendl. kleine Konstante ist, sie führt also jeden 
Punkt x, in den unendl. ben. Punkt ;=x,-+ dx, über. Der Inbegriff aller dieser 
inf. Trf. ist durch das sim. Syst. bestimmt und kann umgekehrt dieses System ge- 
radezu ersetzen. 

Verschwinden &,,..., &, für einen Punkt &,,...., x, nicht alle, so geht durch 
diesen Punkt eine bestimmte Integralkurve des sim. Syst., und es leuchtet ein, 
daß der Punkt von allen inf. Trf. der Schar auf dieser Integralkurve unendlich 
wenig verschoben wird. Die durch den Punkt gehende Integralk. kann man sich 
mithin dadurch entstanden denken, daß eine bel. inf. Trf. der Schar unendl. oft auf 
den Punkt ausgeführt wird. Die Integralk. des sim. Syst. sind daher zugleich die 
Bahnkurven, die die Punkte bei den inf. Trf. unsrer Schar beschreiben. 

Der Zusammenhang zwischen dem sim. Syst. und der lin. hom. part. Diffgl. 1.0. 


N 
X(f) -D>ut 0 


Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 38 
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ergibt sich hier ganz von selbst. Eine beliebige Fkt. f(x,,..., x,) erhält nämlich 
bei jeder inf. Trf. der Schar den Zuwachs: 


sf=flan.., dan. )=eX(f)- dt. 


Die Lös. der Gl. X (f)=0 sind daher nichts andres als die Fkt., die bei allen inf. 
Trf. unsrer Schar inv. bleiben. Ist p(x,, ..., x,) eine bel. Lös. von X(f)=0, so 
stellt die Gl. 9 = const. o0' Mann. dar, deren jede von lauter Integralk. des sim. 
Systems erzeugt ist. Sind Q,,..., @„_, unabh. Lös. der Gl. X f) = 0, so stellen 
die Gl. g, = const. (k=1,...,n — 1) die Integralk. des sim. Systems dar und also 
zugleich die Bahnkurven aller inf. Trf. unsrer Schar. 

Eine Punktmannigfaltigkeit bleibt bei der inf. Trf. öx,= £,öt dann und nur 
dann inv., wenn jeder Punkt der Mann. in einen unendl. ben. Punkt der Mann. 
übergeht. Eine m-fach ausg. Punktmann. wird nun durch 2» — m unabh. Gl. 


F,@&,..,2,)= 0 (u=1,...,n—-m) 


dargestellt, aber im allg. nicht rein, denn der Inbegriff aller Punkte, die diese Gl. 
befriedigen, kann mehrere diskrete m-fach ausg. Mannigf. bilden. Wenn man 
daher von der m-fach ausg. Punktmann. F\ =0,..., F„_„n=0 spricht, so muß 
man immer eine bestimmte unter diesen Mann. im Auge haben. Für jeden Punkt 
X, ..-,%,, der die Gl. F, = 0 befriedigt, aber nicht alle (n — m)-reihigen Det. 
in der Matrix der ersten Abl. von F\, ..., F„_„ zum Verschwinden bringt, sind 
durch die Gl. dF„=0 die 0”! unendl. ben. Punkte x,+ dx, bestimmt, die 
ebenfalls das Gleyst. F = 0 befriedigen, und dadurch ist in einer gewissen Um- 
gebung des Punktes x, eine ganz bestimmte m-fach ausg. Punktmann. festgelegt, 
die den betr. Punkt enthält. Diese Mann. bleibt bei der inf. Trf. öx,=£,dt dann 
und nur dann inv., wenn die n— m Ausdrücke: 


> oF 
öF,= €? Zu dt (wel. .25:8%.=:M) 


für alle Punkte der Mann. verschwinden. Das ist die wahre Bedeutung der folgen- 
den nicht ganz genauen Ausdrucksweise: Haben die Gl. F =0,..., F _„n=0 
einer Mann. eine solche Form, daß nicht alle (n — m)-reihigen Det. der Matrix der 
Abl. von F\,..., Fam vermöge F}\ =0,..., Fan -.. 0 verschwinden, so bleibt 
die Mann. dann und nur dann bei der inf. Trf. inv., wenn alle n— m Ausdrücke 
ö F, vermöge F,=0,..., F„_m= 0 verschwinden. 

Da die Invarianz einer Mann. gegenüber einer inf. Trf. nicht von der analyt. 
Darstellung der Mann. abhängt, so ergibt sich sofort folgendes: Besitzt das Glsyst. 
F\=0,..., F„_m= 0 die eben angegebenen Eigenschaften, so hat auch jedes 
damit äquivalente Glsyst. &, = 0,..., ®,_, = 0, vermöge dessen nicht alle (n — m)- 
reihigen Det. in der Matrix der Abl. der ®, verschwinden, die Eigenschaft, daß alle 
Ausdrücke d®, vermöge d&, —=0, ...., &,_ „= 0 verschwinden. 

Wenn in der Matrix der Abl, von F\,..., F,_m alle (n — m)-reihigen Det. 
vermöge F\=0,..., F„_m 0 verschwinden, so läßt sich die Invarianz der Mann. 

„= 0 bei einer vorgelegten inf. Trf. dx,= &,öt nicht so einfach analytisch aus- 
drücken. Man kann aber wenigstens behaupten, daß die Invarianz der Mann. ge- 
sichert ist, wenn n — m Identitäten von der Form 


öF.„= (6,1ıF, ++ ou2a-m Farm It (v =... RM) 


bestehen, wo die Fkt. o,, für die Wertsysteme von FR =0,..., Fu-m = 0 end- 
lich bleiben. 

Wenn eine Mann ®, =0,...,®d,,=0 bei der inf. Trf. dx, = 8,dt inv. bleibt, 
so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Im ersten verschwinden für die Punkte der 
Mann. alle &,, und dann besteht die Mann. aus lauter Punkten, die bei der inf. Trf. 
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in Ruhe bleiben. Im zweiten verschwinden die &, für die Punkte der Mann. im all- 
gemeinen nicht, und dann ist die Mann. von lauter Bahnkurven der inf. Trf. erzeugt; 
sind daher Q,, ..., Pn —ı geeignet gewählte, von einander unabhängige Lösungen 
der lin. part. Diffgl. Ban 


Diu2l=o, 


i 
so läßt sich die Mann. durch m unabh. Gl. von der Form 


Au (Yır- +, 9-1) 0 = 1...,.M) 
darstellen. 

Denkt man sich die inf. Trf. dx, = &, dt unendlich oft hinter einander ausgeführt, 
so erhält man oo! verschiedene endliche Trf., die paarweise vertauschbar sind. Die 
Schar dieser Trf. sollte später als eingliedrige Gruppe in Lies Untersuchungen eine 
große Rolle spielen. Damals betonte er die Gruppeneigenschaft noch nicht, sondern 
legte aas Hauptgewicht auf die Vertauschbarkeit. Deshalb spricht er auch noch nicht 
von inf. Trf. einer Gruppe, sondern nur von permutabeln inf. Trf. (S. 2). Offenbar meint 
er damit zwei inf. Trf., die so beschaffen sind, daß jede Trf., die durch unendlich- 
oftmalige Ausführung der einen entsteht, mit jeder Trf. vertauschbar ist, die ebenso 
aus der andern hervorgeht. Sind daher da,—=8,(&,,...‚2,)ötunddw,=n,(&,,...$2,)dt 
zwei permutable inf. Trf., so müssen für die Diffgl. 


0%, 
Te I EEE Dr man Em) ((=l,...,n) 


die Integrabilitätsbed. 


1...n 
ou dam 5’ Om, 08 _ | 
2: dr de Bt Er BE (=l,..,R) 


v 


identisch erfüllt sein. Hieraus folgt, daß dann auch alle inf. Trf. von der Form 
dx2,= (a&,—+ bn,) dt (=1l,..,0) 


paarweise permutabel sind, welche Werte auch die Konstanten a, b haben mögen. 
Entsprechendes gilt, wenn man r paarweise permutable inf. Trf. hat. 

Endlich muß noch erwähnt werden, daß für Lie auch durch ein System von 
totalen Diffgl. 


1.2.0438 
D’a,,da,=0 u=1l,..,2-m) 
v 


eine Schar von inf. Trf. bestimmt war, nämlich der Inbegriff aller inf. Trf., die den 
x; solche Zuwachse dx, = £,öt erteilen, daß die Gl. Z« ur, — 0 antisch erfüllt 
sind, Nehmen wir der Einfachheit wegen das totale System in aufgelöster Form an: 
Kur 
Am +3 = Dßım +4, u IE Keil. Mm), 
u 
so sind alle inf. Trf. der Schar in der Form 
Rn 
u a" öt, Om + =D ßım +4,50; 08 (u=l,...;,m;k=1,...,2—m) 
J 
enthalten, wo @,, ..., @,, willk. Fkt. sind. Fragen wir danıu nach allen Fkt. f, die 
bei allen inf. Trf. unsrer Schar inv. bleiben, so erhalten wir zu deren Bestimmung 
das System der m unabh. lin. part. Diffgl. 


Ööx 


R—- Mm 


k —=( u Iu50 rg 
+ + ee EN 


38* 
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und damit ist offenbar eine eindeutig umkehrbare Beziehung zwischen den Systemen 
von totalen Diffgl. und den Syst. von lin. part. Diffgl. gewonnen: Jedem Systeme 
von n— m unabh. Gl. der ersten Art entspricht ein ganz bestimmtes System von 
m unabh. Gl. der zweiten Art und umgekehrt. (Vgl. allerdings Abh. IV, 8. 17£.) 
Alle diese Vorstellungen und Sätze benutzte Lie zweifellos schon, als er Abh. I 
schrieb; sie waren für ihn geradezu selbstverständlich, so daß er gar nicht nötig 
fand, sie zu erwähnen. Analytische Beweise für die Sätze hat er erst sehr viel 
später gegeben (vgl. z. B. Th. d. Tregr. Bd. I, Kap. 7, 1888). Wollte man nicht an- 
nehmen, daß er den Begriff der inf. Trf. bereits in jener Zeit so frei zu handhaben 
wußte, so würde man kaum begreifen können, wie er verschiedene Sätze von Abh. I 
und II gefunden haben sollte. Dagegen hatte er allem Anschein nach das so be- 


queme Symbol: um 
xn- Mazt 


für die inf. Trf. öx,; = 8;dt damals noch nicht; das verwendet er im Drucke zum 
ersten Male 1874 in Abh. XIV, S. 191. 


Die charakteristischen Streifen und die Erzeugung der Integralmannigfaltigkeiten. 


In seinen ersten Arbeiten begnügt sich Lie damit, die char. Str. durch 
das Cauchysche simultane System zu definieren. Eine andere Definition gibt er 
erst in Abh: XII, S. 157—160 und entwickelt dann auf S. 160—162 die Eigenschaften 
dieser Streifen, die die Konstruktion der Integralmann. ermöglichen. Aber auch 
die Darstellung in Abh. XII ist künstlich; man erkennt auf den ersten Blick, daß 
Lie nicht seinen ursprünglichen Gedankengang wiedergibt; er glaubte, auf diese 
Weise den Analytikern verständlicher zu sein als bei einer rein begrifflichen oder, 
wie er gewöhnlich sagt, synthetischen Darstellung. 

Den ursprünglichen Gedankengang Lies mit Sicherheit wiederherzustellen ist 
allerdings nicht möglich, doch dürften die folgenden Auseinandersetzungen diesem 
Gedankengange immerhin einigermaßen nahekommen. Zum mindesten dürfte das, 
was ich zu sagen habe, das Verständnis der knappen Andeutungen in Abh. I und II 
wesentlich erleichtern. 

Vorausgeschickt sei, daß man sich bei der Betrachtung einer Gl. F'z, x, p) = 0 
immer auf die Umgebung eines El. z,x,p beschränken muß, das die Gl. befriedigt 
und für das nicht alle ersten Ableit. von F’ verschwinden. Nur dann ist man sicher, 
daß die Gl. F=0 in dem R,„,, aller El. z2,2,p eine ganz bestimmte durch 
das betr. El. gehende 2n-fache ausg. Mann. darstellt. Die betr. Umgebung denken 
wir uns gleich so gewählt, daß in ihr die erwähnten Ableit. nirgends alle ver- 
schwinden. 

Das simultane System (1), das die char. Str. der Gl. F = 0 und überhaupt 
jeder Gl. F = const. bestimmt, stellt für Lie eine Schar von inf. Transformationen 
dar. Jede inf. Tref. der Schar erteilt den Koord. eines El. z,x,p die unendl. kl. 
Zuwachse: 


I. 
Ü) öy=o-Fpöt, dn=—elF„+tmF)öt, dee Ip,Fr,dt 
. v 


wo e eine willk. Fkt. der z, x, p ist. Man muß daher unterscheiden zwischen den 
allgemein gelegenen EI. der Gl., das sind die, die nicht alle Ausdrücke FF); 
F,+p,F, zum Verschwinden bringen, und den singulären EI., die außer 
F = 0 auch noch die 2n Gl. Fy, = 0, F, +2»; F, = 0 befriedigen. 

Jedes allg. gelegene El. von F = 0 wird von der inf. Trf. (2) unendl. wenig 
auf dem hindurchgehenden char. Str. von F=0 verschoben. Man kann sich somit 
diesen Str. dadurch entstanden denken, daß die inf. Trf. (2) unendlich oft wieder- 
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holt wird. Dagegen bleibt jedes sing. El. bei der inf. Trf. in Ruhe. Die aus 
F=0,dF= 0 folgende Gl.: 


1...9 1...” 
2 (2: - Ina) - — DS {(Fu+ B, F,)da;, + F7,4p; ) 
i i 


in der F, nicht auch noch verschwinden kann, zeigt überdies, daß jedes sing. EI. 
der Gl. F= 0 mit allen unendl. ben. EI. der Gl. vereinigt liegt. Hieraus folgt, 
daß insbesondere zwei unendl. ben. sing. El. immer vereinigt liegen, so daß 
(vgl. S. 592) der Inbegriff aller singulären El. von F = 0 keine Mann. von mehr 
als n Dimensionen bilden kann. 

Bei der inf. Trf. (2) erhält eine beliebige Funktion p(z, x, p) den Zuwachs: 


1.08 


dp es; eD {F,,(9., +P:9,) E 9, (F;, r P; F,)) dt= e[Fy]dt. 
; i 


Insbesondere wird dF = o[FF]öt= 0, es bleibt also jede Gl. F — Const. inv., 
und jede Mann. F'= A ist von char. Str. der Gl. F—= A erzeugt. Ebenso bleibt 
jede Gl. g = const inv., wenn p eine Lösung der mit dem sim. Syst. (1) äqui- 
valenten lin. part. Diffgl. [Ff] = 0 ist. Versteht man daher unter p eine von F' 
unabh. Lösung dieser Gl., so stellt p = Const. in dem R,. +ı der El. s,2,», 
oo! 2n-fache ausg. Mann. dar, deren jede mit jeder der oo! Mann. F= A 
oo?*-1 El. gemein hat, die sich in 00°”? char. Str. der betr. Gl. F—= A an- 
ordnen lassen. 

Unsere inf. Trf. (2) führt wegen öF =0 und dz — Zp,ödx,=0 jedes El. 
jeder Mann. F = Const. in ein unendl. ben. mit ihm vereinigt liegendes El. der- 
selben Mann. über. Je zwei unendl. ben. El. jedes char. Str. jeder Gl. F—= Const. 
liegen also vereinigt. Ferner folgt aus der Gl.: 


1... 1:8 
9 (de - Imdu)—dle IpFr)di— Spider n)dit 
i i r 
1.48 
+ De(F,+ pi F)dx,st 


ne : 
— ledF — eF,(ds— S’p,äz))) öt, 


daß die Trf. je zwei unendl. ben. El. z,%,,p9, und2+dz,2,+dx,,p,-+ dp, für die 
dz— Zp,dae,=0 und dF=0 ist, d. h. je zwei unendl. ben. verein. lieg. El. 
jeder Gl. F= Const. in zwei ebensolche El. überführt (vgl. Abh. XII, S. 161, wo im 
Grunde dieselbe Rechnung ausgeführt wird). Unsere inf. Trf. ist somit für die El. 
jeder einzelnen Gl. F= Const. eine Berührungs-Transformation, dagegen allerdings 
nicht für den ganzen R,,,, aller Elemente 2, x,,?;- 


Durch das Gesagte wird zunächst die Liesche Theorie einer Gl. F'(z, x, p) = 0 
leicht verständlich. 

Die zu F= 0 gehörige inf. Trf. (2) führt jedes allgemein gelegene EI. der 
Gl., d.h. jedes El., das nicht alle Ausdrücke F,, F, + »,F, zum Verschwinden 
bringt, in ein unendl. ben. damit vereinigt liegendes El. der Gl. über, demnach 
geht durch jedes solche El. ein char. Str. von F'= 0, den man durch unendlich- 
malige Wiederholung der inf. Trf. erhält. Ist z,x,,p,; ein allgemein gelegenes EI. 
der Gl. undz + dz, 2, + d«,, p,+ dp; ein unendl. ben. damit vereinigt liegendes 
El. der Gl., das nicht dem durch z, x,,»,; gehenden char. Str. angehört, so gehen 
diese bei der inf. Trf. (2) in zwei unendl. ben. verein. lieg. El. über, mithin stehen 
die beiden durch diese El. gehenden char. Str. in der Beziehung zu einander, daß 
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jedes El. des einen mit jedem unendl. ben. El. des anderen vereinigt liegt. Hat 
man daher eine Schar von 00” allgemein gelegenen El. von F=0, in der je zwei 
unendl. ben. El. vereinigt liegen, und legt man durch jedes El. der Schar den hin- 
durchgehenden char. Str. von F'= 0, so erhält man wieder eine Schar von El. von 
F=0, in der je zwei unendl. ben EI. vereinigt liegen. Ist die ursprüngliche 
Schar von char. Str. erzeugt, so fällt die neue mit ihr zusammen; ist sie es nicht, 
so besteht die neue aus oo”+! El. von F=0. Da nun, wie wir wissen, eine 
Schar von El., in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, nie mehr als oo” 
El. enthalten kann, so ist klar, daß jede Integralm. von F= 0, die aus oo” 
allg geleg. El. besteht, von char. Str. der Gl. erzeugt ist (vgl. Abh. XII, S. 160—167). 
Zwei Integralm. von F'=0, die beide aus oo” El. bestehen und die ein allgemein 
geleg. El. von F'= 0 gemein haben, enthalten daher beide den durch das El. 
gehenden char. Str. von F = 0 (Abh. I, S. 2, 2. 1f.; Abh. II, S. 7, Satz 1). 

Andererseits bleiben auf einer Integralm., die aus 00” singulären EI. besteht, 
alle El. einzeln bei den inf. Trf. (2) in Ruhe. Demnach ist klar, daß die inf. Trf. (2) 
jede aus oo” El. bestehende Integralm. inv. lassen und daß die sämtlichen Inte- 
gral-M, von F*=0 in zwei Kategorien zerfallen: der ersten gehören alle die an, 
die von char. Str. erzeugt sind, der zweiten alle die, auf denen die Ausdrücke 
F,,. F„,+P F,(i=1,...n) sämtlich verschwinden. Die Integral-M, der zweiten 
Kategorie, wenn es deren überhaupt gibt, sind die singulären Integralm. 
von F=0. 

Ist M,„ eine Mann. von oo” El., in der je zwei unendl. ben. EI. vereinigt 
liegen, deren EI. aber nicht alle F = 0 befriedigen, so bilden die oo"! El. von 
M,„, die F=0 befriedigen, eine Integral-M,_, von F=0. Wählt man diese M, 
auf alle möglichen Arten, so findet man offenbar, und zwar ohne Integration, alle 
Integral-M,_, von F==0 (Abh. XII, S. 156, Hilfepr. 1). Wählt man, was ebenfalls 
keine Integration erfordert, unter den gefundenen Integral-M, _, die aus, die nicht 
bei den inf. Trf. (2) inv. bleiben, so behält man die Integral-M,_, vn F= 0 
übrig, die weder von char. Str. von F'= 0 erzeugt sind, noch aus singulären El. be- 
stehen. Legt man dann durch alle El. einer dieser übrig gebliebenen Integral-M,_, 
die hindurchg. char. Str. von F'= 0, so bekommt man eine Integral-M, von F=0, 
die aus oo” allg. gel. El. besteht, und auf diese Weise ergeben sich alle der- 
artigen Integral-M,, (Abh. XII, S. 162, 165£.). Erst hierdurch erhält die Cauchysche 
Methode ihre wahre Allgemeinheit. 

Die eben geschilderte Konstr. der Integral-M, von F= 0 wäre an und für 
sich nicht an die inf. Trf. von der Form (2) gebunden, sie wäre vielmehr immer 
anwendbar, wenn man eine inf. Trf.: 


I, = $,(2,x,p) Ööt, 2 = $ßt, op, = n,öt 


hätte, die die Gl. "= 0 inv. ließe, die El. dieser Gl. durch eine B. T. trans- 
formierte und außerdem jedes El. von F' = 0 in ein unendl. ben. damit vereinigt 
liegendes El. der Gl. überführte. Bei unendlichmaliger Wiederholung einer solchen 
inf. Trf. beschriebe nämlich jedes El. von F= 0, das nicht alle &,,&,”, zum 
Verschw. bringt, einen Streifen von oo! El. der Gl. F=0, in dem je zwei unendl. 
ben. El, vereinigt lägen, und zwei unendl. ben. vereinigt liegende El. von F = 0 
beschrieben zwei unendl. ben. Str., in denen jedes El. des einen mit jedem unendl. 
ben. El. des andern vereinigt läge. Demnach könnte jede Integral-M, von F = 0 
aus 00”! derartigen Str. genau ebenso erzeugt werden wie aus char. Str., d. h. jede 
Integral-M, von F' == 0 bliebe bei der inf. Trf. inv. 

Es ist daher von großer Wichtigkeit, daß jede inf. Trf. von der hier ange- 
nommenen Beschaffenheit notwendig der Schar (2) angehört, daß also die Streifen, 
zu denen sie führt, eben die char. Streifen von F' = 0 sind. 

Um das zu zeigen, betrachten wir ein El. E allg. Lage von F'= 0 und stellen 
uns durch die früher angegebene Konstruktion alle Integral-M, von F= 0 her, 


Konstr. der Integralmann. Definition der char. Str. 599 


die durch E gehen. Unter allen durch E gehenden Element-M,, in denen je zwei 
unendl. ben. El. vereinigt liegen, wählen wir zunächst die aus, die keine Integral-M, 
von F=0 sind. Für jede der ausgewählten Element- M, bestimmen wir die M,_, 
aller El., die der Gl. F= 0 genügen, und lassen alle die Element-M, weg, bei 
denen diese M,„_, von char. Str. von F= 0 erzeugt ist. Für jede der übrig ge- 
bliebenen Element-M, denken wir uns durch alle El. der zugehörigen M,_, die 
hindurchg. char. Str. von F'= 0 gelegt und erhalten so jedesmal eine- durch E 
gehende Integral-M,. Auf diese Weise erhalten wir sie alle, da nämlich E ein El. 
von allg. Lage ist, so sind die hindurchg. Integral-M, alle von char. Str. erzeugt. 

Unter den Element-M,, die zur Herstellung unserer Integral-M, dienen, 
können wir nun offenbar stets zwei solche auswählen, die kein dem EI. E unendl. 
ben. El. also auch kein unendl. ben. El. von F= 0 gemein haben. Die Inte- 
gral-M,, die diese beiden Element-M,, liefern, haben dann den durch E gehenden 
char. Str. gemein, nicht aber einen unendl. ben. char. Str. Hieraus geht hervor, 
daß dem Inbegriff aller durch E gehenden Integral-M, kein anderes zu E unendl. 
ben. El. angehört als das unendl. ben. El. des durch E gehenden char. Str.') 

Nun läßt aber jede inf. Trf. von der vorhin angenommenen Beschaffenheit 
jede Integral-M, von F = 0 inv., sie führt also das El. E in ein unendl. ben. El. 
über, das allen durch E gehenden Integral-M, angehört. Darin liegt, daß sie E 
auf dem darch E gehenden char. Str. fortführt, daß sie also wirklich der Schar (2) 
angehört. 

Die inf. Trf. (2) sind demnach die einzigen inf. Trf. der El. von F = 0, bei 
denen jedes El. von F=0 in ein unendl. ben. mit ihm verein. lieg. El. von F=0 
übergeht und bei denen je zwei unendlich ben. verein. lieg. El. von F=0 
verein. bleiben. 

Das sim. Syst. (1), das die char. Str. von F'= 0 bestimmt, ist nunmehr auf 
neue Weise definiert, dadurch nämlich, daß die zugehörige Schar (2) von inf. Trf. 
die eben angegebenen Eigenschaften besitzt. 

Es leuchtet ein, daß diese neue Definition der char. Str. nur von der durch 
F=0 dargestellten Mann. von 00?” EI. abhängt, nicht von der besonderen ana- 
lytischen Darstellung dieser Mann. durch die Gl. F=0. Ersetzen wir daher F—= 0 
durch irgend eine äquivalente Gl. X(z,x,p) = 0, so bestimmt das zu X —= 0 ge- 
hörige Cauchysche sim. Syst. dieselbe Schar von char. Str. wie das System (1). 

Viel wichtiger ist aber, daß die Eigenschaften, die unsre Schar von inf. Trf. 
(2) kennzeichnen, offenbar bei jeder B. T. erhalten bleiben, bei der die Gl. F = 0 
wieder in eine Gl. übergeht. Hierin liegt, daß die Schar der char. Str. von F=0 
und also auch das sim. Syst. (1) gegenüber allen B. T. mit der Gl. F = 0 inv. 
verknüpft ist: führt man auf die El. der Gl. F = 0 irgend eine B.T. aus, so 
gehen die char. Str. von F = 0 in die char. Str. der transformierten Gl. über. 

Für Lie war die erste dieser beiden Eigenschaften des sim. Syst. (1) so 
selbstverständlich, daß er es gar nicht der Mühe wert gefunden hat, sie zu er- 
wähnen.?) Die zweite benutzt er in Abh. XII, S. 159 in einem sehr einfachen Falle, 


1) Auf Betrachtungen dieser Art beruht auch der in Abh. XII, S. 166, Z. 15—12 
v. u. gemachte Schluß. 

2) Nur in einer hinterlassenen Niederschrift über seine Erweiterung der 
Cauchyschen Methode (vgl. Abh. IV, S. 25, III, Nr. 1; Abh. VII, S. 54) beweist 
Lie ausdrücklich, daß die char. Str. einer Gl. W = 0 von der zufälligen Form, in 
der die Gl. vorliegt, unabhängig sind. Er nimmt an, daß ®=0 eine andere Form 
der Gl. W = 0 ist; dann sind vermöge W=0 die Gl. dW=0 und d® =0 


äquivalent, d.h. es ist: W.. W N pP; 
i Be 

Re PR 
P,, ®, P,, 


wo ge vermöge W = 0 bzw. d = 0 weder Null noch unendlich wird. 


600 Anmerkungen zu Abhandlung I, S. 1—4 


wo man sich durch Rechnung leicht davon überzeugt, daß die char. Str. von F' = 0 
bei einer gewissen B.T. in die der transformierten Gl. übergehen. Erst viel später 
(Math. Ann. XI, S. 556f., 1877, d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Note 4 am Schlusse) 
gedenkt er dieser Eigenschaft wenigstens gelegentlich. 


Die Abbildung der char. Streifen auf die Elemente eines Raumes. 


Die Konstr. der Integral- M, aus den char. Str. gewinnt noch sehr an Durch- 
sichtigkeit, wenn man eine von Lie stammende Abbildung der char. Str. benutzt. 
Diese findet sich zuerst in einer ungedruckt gebliebenen, ursprünglich für die Gött. 
Nachr. bestimmten Arbeit aus dem Jahre 1872: „Über part. Diffgl. zwischen vier 
Variabeln‘“; sie steckt andrerseits in den Betrachtungen Abh. XII, S. 164— 167, 
worauf Lie S: 167, Z.5—1 v. u. selbst hinweist. Merkwürdigerweise erwähnt er 
sie sonst nirgends), und erst viel später (Th. d. Trfsgr. III, S.126f., 340—343, 1893, 
Lie-Scheffers, G.d.B.T., S. 535—550, 1896) hat er sie dargestellt. Aus münd- 
lichen Mitteilungen von Lie weiß ich aber, wie großen Wert er gerade auf diese 
Abbildung legte. 

Hat man zwei unendl. ben. ver. lieg. El. von F'= 0, so stehen nach S. 597. 
die hindurchg. char. Str. von F= 0 in der Beziehung, daß jedes El. des einen 
mit jedem unendl. ben. El. des andern ver. liegt. Man wird daher von zwei solchen 
Str. sagen können, daß sie ver. liegen. Bildet man nun die 00°”! char. Str. auf 
die Punkte eines R,,_, &b, so lassen sich die Koord. dieses Raumes derart wählen, 
daß sie als die Koord. der EI. eines R, aufgefaßt werden können, und daß zwei 
unendl. ben. verein. lieg. char. Str. durch zwei unendl. ben. verein. lieg. El. dieses 
k, dargestellt werden. 

Ir der Tat, es sei zunächst F== 0 nicht von allen p; frei und also etwa nach 
p„ auflösbar: 9, + f= 0. Das sim. Syst. der char. Str. hat dann die Form: 


.n-] 
de; dp; 
IE ig. de, MatrBh) 3 rl, —h 
und die 00°”! char. Str. erhält man, wenn man &,,..., Be u 


so als Fkt. von x, bestimmt, daß sie für »„—= x, die Anfangswerte x,°, ..., x 
2°, 91°... 2,_, annehmen; dabei kann man dem x einen festen Zahlenwert er- 
teilen, während die übrigen Anfangswerte die Parameter sind. Die Bed. für die 
verein. Lage zweier unendl. ben. char. Str. wird daher: 


1l...n—1 
% 0 
2° ER > r, de, m 0, 
i 


so daß die char. Str. wirklich in der angekündigten Weise auf die El. des R,:z° 
%°, +. %,0_, abgebildet sind. 
Ist andrerseits F' == 0 frei von allen p,, so lauten die Diffgl. der char. Str. 

da,:d2e:d, —=0:0:— (F,+2;F,) (G=1,...,n), 

jeder char. Str. besteht daher, wie man sich leicht überzeugt, aus oo! El., die alle 

einen Punkt der n-fach ausg. Mann. F=0 des R,,,:2,%; zum Punkte haben, 

während ihre oo! n-fach ausg. Ebenen ein Büschel bilden, das durch eine durch 

diesen Punkt gehende (n — 1)-fach ausg. Ebene bestimmt ist. Die char. Str. sind 


damit-auf die Elem. des R, abgebildet, der durch die n-fach ausg. Punktmann. F'= 0 
dargestellt wird. 


1) Nicht einmal in der Abh. Math. Ann. IX (d. Ausg. Bd. IV, Abh. II), die doch 
die eben angeführte Abh. XII in umgearbeiteter Fassung enthält. Die hier auf 8. 167 
stehende Anm. ist in dieser Umarbeitung weggelassen (s. dort $ 5, Nr. 10). 
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Hat man in dieser Weise die char. Str. einer belieb. Gl. = 0 des R,,, 
auf die EI. eines R, abgebildet, so stellt jede Schar von oo”! EI. dieses R,, in 
der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, eine von char. Str. erzeugte Inte- 
gral-M, von F= 0 dar, und auf diese Weise erhält man alle derartigen Inte- 
gral-M,. Der Inbegriff dieser Integral-M,, ist daher von derselben Mächtigkeit wie 
der Inbegriff aller Punktmann. von 0,1,...,%»” — 1 Dimensionen in diesem R,. 
Wählt man in dem R,„ auf allgemeinste Weise eine Schar von 00” Punktmann. aus, 
die keiner part. Diffgl. 1.0. des R, genügt, deren El. also zusammengenommen 
den Inbegriff aller El. des R, erschöpfen, so ist diese Schar das Abbild der all- 
gemeinsten vollst. Lös. der Gl. F=0. | 

Eine dieser vollst. Lösungen wird insbesondere durch die Punkte des R, dar- 
gestellt. Jeder m-fach ausg. Punktmann. des R, entspricht daher eine Schar von 
00” Integral-M, dieser bestimmten vollst. Lösung, und die durch die betr. Punktmann. 
dargestellte Integral-M, ist die Enveloppe dieser Schar von 00“ Integral-2/,. Man 
erhält auf diese Weise eine ganz neue Einsicht in das Lagrangesche Verfahren, 
aus einer vollständigen Lös. der Gl. F= 0 alle andern Lös. abzuleiten (vgl. S. 591 
und Abh. XII, S. 162—167); man braucht sich nur die einzelnen in der vollst. Lös. 
enthaltenen Integral- 4, auf die Punkte eines R, abgebildet zu denken; die El. 
dieses R, sind dann ohne weiteres die Bilder der char. Str. 

Da jede Schar von 00” Punktmann. des R,, die keiner part. Diffgl. 1. O. ge- 
nügt, durch B. T. in die Schar aller Punkte übergeführt werden kann, so wird 
offenbar der Übergang von einer vollst. Lös. der Gl. F=0 zu einer beliebigen 
andern vollst. Lös. durch eine B. T. des R, vermittelt. Mit andern Worten: hat 
ınan die char. Str. von F=0 auf zwei verschiedene Arten auf die El. eines R, 
abgebildet, so kann stets die eine Abbildung durch eine B. T. des R, in die andere 
übergeführt werden. 


Die Abbildung der El. des R,,, auf die Punkte eines R 
Neue Auffassung der Involutionsbeziehung. 

In einem ganz neuen Lichte erscheint die Theorie der char. Str, wenn man, 
wie es Lie ebenfalls von Anfang an getan hat, die Koord. z, x,,p, der El. des 
R„+1:2, %; als Punktkoord. in einem R,,,, deutet (vgl. S. 592, Anm.). 

Zunächst ordnet die Bedingung: de— Zp,dx,= 0 der vereinigten Lage 
jedem Punkte z, x,,p, des R,„,, Alle unendl. ben. Punkte einer hindurchgehenden 
2n-fach ausged Ebene zu, sie bestimmt also in jedem Punkte des R,,,, ein El. 
dieses Raumes. Ferner stellt die Gl. F(z,x,p) = 0 eine 2n-fach ausged. Mann. des 
R,„4; dar, und die Verhältnisse F',: F,.: F,, bestimmen in jedem Punkte z, x,, p; 
dieser Mann. die zugehörige 2n-fach ausg. Tangentialebene, es können also z,z,,p,, 
F,:F,,: Fp, als die Koord. eines El. des R,,,, aufgefaßt werden. 

Die Gl. (1) bestimmen nun im R,,, für jedes El. z,x,,p; der Gl. F=0 das 
unendl. ben. El. des hindurchg. char. Sir. von F=0. Offenbar hängt dieses 
unendl. ben. El. bloß von den Koord. desjenigen El. des R,,,, ab, das die Mann. 
F= 0 dem Punkte 2,x,,p; des R,,,, , zuordnet, so daß also für jede Gl. ®(z, x, p) = 0, 
der das El. z,x,p,; des R,,, genügt und die, als Mann. des R,,,, aufgefaßt, dem 
Punkte z,x,,p, dasselbe El. des R,,,, zuordnet, wie F=0, das unendl. ben. El. 
des hindurchg. char. Str. dasselbe wird, wie für F=0. Was wir daher mit Lie 
früher für die Größen p, in der Gl. da— Zp,dxz,=(0 machten, indem wir sie 
ihrer ursprünglichen Bedeutung als der partiellen Ableitungen von z entkleideten 
und sie als selbständige Größen neben 2,%,,..., 2, auffaßten, das machen wir 
jetzt mit den Verhältnisgrößen F,: F,:Fy, Für dF = 0 schreiben wir: 


2n+1' 


1..,% 
Zdz + D(A;dz, + Pap)= 0 
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und fassen die Z, X,, P, nicht mehr als partielle Ableit. einer Funktion auf, sondern 
als die homog. Koord. der durch den Punkt z, x,,p, gehenden 2n-fach ausg. 
Ebene, die durch die letzte Gl. bestimmt wird. Dann werden 2, x,,9,, Z:X,: P. 
die Koord. eines El. des R,,,,, während die letzte Gl. die Bedingung für die 
vereinigte Lage zweier unendl. ben. El. dieser Art wird. Is* aber z, %;, p, ein be- 
liebiges Wertsystem und F'—= 0 die allgemeinste Gl., die von diesem Wertsystem 
erfüllt wird, so ist offenbar das Wertsystem F,: F,:F,, ganz allgemein. Daher 
zeigen die Diffgl. (1) der char. Str. von F=0, daß jedem El. , 2,92, Z:X,:D, 
des R,,}, durch die Gl.: wi 


L,® 
1’) dz:da,:dp, = SP,P,: P;:— (X; +22) (=1,...n) 
er 


eine durch den Punkt z,x,, p, des El. gehende Fortschreitungsrichtung nach einem 
unendl. ben. Punkte z2+dz, x; +dx,, 2,4 dp; zugeordnet ist und zwar längs 
einer Geraden, die sowohl der Ebene des El. selber angehört als auch der Ebene 
des durch dze— Zp,dx,=0 bestimmten El. des R,, +1: Wir wollen, um uns 
bequem ausdrücken zu können, diese Fortschrr. die zu dem EI. z, u Pı 2:X,:P, 
des R,„,ı gehörige charakteristische Richtung nennen. 

Da die char. Str. der Gl. F= 0 gegenüber allen B. T. mit dieser Gl. inv. ver- 
knüpft sind, so versteht es sich von selbst, daß mit jedem El. des R,, +1 die zu- 
gehörige char. Richt. inv. verknüpft ist gegenüber allen Punkttransformationen des 
R,n,1, die die Gl. de— Zp,dz;=0 inv. lassen, denn diese P.T. des R 
sind ja eben die B. T. des R.rı: Hr. I 

Die Theorie der char. Str. einer Gl. F(z,x,p)= 0 ist nunmehr von der Be- 
trachtung der einzelnen Gl. F=0 losgelöst und an die Beziehung zwischen den 
El. des R,,,, und den zugehörigen char. Richt. geknüpft. Diese Beziehung wollen 
wir jetzt noch etwas genauer besprechen. 

Der Inbegriff aller El. 2,2,,9,, 3:%,:B, des R,,,,, die z,x,,p, zum Punkte 
haben und deren Ebenen die char. Richt. (1”) des El. 2,x,,9,, Z: X,: P, enthalten, 
ist durch die Gl. Bgdz2 + 2 (&,dx,;, + ®$;dp,)) = 0 bestimmt. Demnach ist: 


l...n 
(3) DI HP&-+P»3) —- BOX; + 9Z2)) u 
4 

die Gl. für die char. Richt. des El. 2,x,,92,, Z: X,;: P; ausgedrückt in den Koord.: 
3:%,:%; der durch den Punkt z,x,,p; des R,,,, gehenden 2n-fach ausged. 
Ebenen. Nach (3) wird die char. Richt. dann und nur dann unbestimmt, wenn die 
Gl. P,=0, X,+9 Z=0(=1,...,n) erfüllt sind, wenn also das El. z,x,,?;, 
Z:X;:P, des R,,,, zu den durch die Gl. de— Zp,da;= 0 bestimmten gehört. 
Ferner ergibt sich, daß zwei versch. El. des R,,,,, die denselben Punkt 2, x,,p; 
haben, dann und nur dann dieselbe char. Richt. liefern, wenn sie die durch 
dz— Zp;dx,=0 diesem Punkte zugeordnete 2n-fach ausg. Ebene E,, in der- 
selben (2n — 1)-fach ausg. Ebene schneiden. Endlich sagt (3) aus, daß die beiden 
darin vorkommenden El. 2,2,,92,, Z:X,: P, und 2,2,,9, 3:%: WB; in der Beziehung 
stehen, daß jedesmal die Ebene des einen die char. Richt. des andern enthält. 
Demnach stellt (3) in der Ebene E,, eine eindeutig umkehrbare, involutorische 
Beziehung dar zwischen allen durch den Punkt z,x,,p,; gehenden Geraden und den 
hindurchgehenden (2n — 1)-fach ausg. Ebenen. Bildet man diese Geraden auf die 
Punkte eines ebenen R,,_, ab, so erhält man in diesem Raume die Beziehung 
zwischen den Punkten und den (2n — 2)-fach ausg. Ebenen, die durch einen linearen 
Komplex vermittelt wird. Die Größen: X,+»;7, P; können als homog. Koord. 
der (2n — 2)-fach ausg. Eb. dieses K,,_, aufgefaßt werden, so daß (3) geradezu 
die Gl. des betreffenden lin. Kompl. in Ebenenkoord. ist. Es leuchtet ein, daß unser 


an+1 
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lin. Kompl. mit der Gl. de— Zp,dx, = 0 und mit dem Punkte z, x,, p; gegenüber 
allen B. T. des R,,,:3%,, .-., &, inv. verknüpft ist. 

Für mich unterliegt es keinem Zweifel, daß Lie schon, als er Abh. I schrieb, 
mit diesen Vorstellungen arbeitete, daß er insbesondere den kovarianten linearen 
Komplex kannte, den die Pfaffsche Gl. dz— Zp,dx, = 0 jedem Punkte des 
R,„,;ı zuordnet. Den stärksten Beweis hierfür erblicke ich darin, daß die eben 
entwickelten Betrachtungen den Schlüssel zum Verstäündnisse der Stelle S. 1, Z. 9, 8 
v. u. liefern: 

„Die Relation (F',F,) = 0 läßt sich immer als eine Orthogonalitäts- oder In- 
volutionsbeziehung auffassen.“ 

In der Tat, erinnert man sich, daß die Z, X,, P, an die Stelle der Ableit. einer 
Funktion F' getreten sind, und denkt man sich ebenso 8, &%,, ®,; aus den Abl. 
einer Fkt. %(2, x, p) hervorgegangen, so erkennt man, daß (3) nichts andres ist 
als die Gl.: 


Yard 
[IF] = DI {F,, (8,498) — 8, (Ft 9F,)) = 0 


in allgemeinerer Auffassung, nämlich. betrachtet als eine Beziehung zwischen den 
Ebenen zweier El. des R,„,,, die den Punkt 2,x,,p, gemein haben. Wir werden 
nachher auf diese Gl. zurückkommen (S. 609). 

Als Frobenius 1877 die bilineare Kovariante für die Theorie des Pfaffschen 
Problemes verwertete‘), da war das für Lie nur formell etwas Neues, nicht sachlich, 
denn man braucht ja bloß die bilineare Kovar. des Pfaffschen Ausdrucks 
dz — Zp,dx, gleich Null zu setzen, um die Gl. 


Lin 
D’(dz,dp; — dp,dx,) = 0 
; 


jenes lin. Kompl. in homogenen Punktkoord. zu erhalten. Daß ihm dieser einfache 
Weg zur Gewinnung des kov. lin. Kompl. entgangen war, das ist wohl der wahre 
Grund für die Abneigung Lies, von der bilin. Kov. Gebrauch zu machen: in seinen 
Veröffentlichungen hat er diese Kov. nirgends benutzt. 


Zwei Gleichungen mit gemeinsamen Iniegral- M,. 


Wir betrachten jetzt zwei unabh. Gl. F(z,2,p)=0 und %(z,2,p)=0 und 
fragen nach allen etwaigen Integral-M,, die sie gemein haben. Das Gleyst. = 0, 
% = 0 stellt im allg. eine Anzahl diskreter Mann. von je 00?” -1 El. des R, +1:2,%; 
dar; unter diesen wählen wir irgend eine aus, die M9„ _ı heißen möge, und be- 
schränken uns auf sie. Die gesuchten gemeinsamen Integral-M, sind dann die in 
Mg, _, enthaltenen Element-M,„, in denen je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. 

Damit unsre Mga„_, in bestimmter Weise durch das Glsyst. F=0, $=0 
dargestellt wird, müssen wir noch die Voraussetzung machen, daß es ein El. 2,x,,p; 
gibt, das F= 0 und %= 0 befriedigt, ohne alle zweir. Det. der Matrix: 


2 a P, 


zum Verschwinden zu bringen. In einer gewissen Umgebung dieses El. ist dann 
durch F=0, % = 0 eine Mann. bestimmt, auf der die zweir. Det. von (4) nicht 
alle verschwinden (vgl 8. 594); diese sei unsre Mg„_ı- Auf ihr verschwinden 
dann sicher weder alle ersten Abl. von F‘, noch alle ersten Abl. von %, es ver- 


(4) 


Kr EN 


1) Frobenius, Über das Pfaffsche Problem, Crelles Journal, Bd. 82, 
8. 230—315. 
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schwinden aber auch weder alle 2» Ausdrücke F,. + F# F',,, noch alle 
Ausdrücke d;, +18: 8 p,, sonst lägen nämlich (vgl. S. 597) je zwei unendl. ben. E]. 
der Mga„_ı vereinigt, und das wäre (vgl. S. 592) nur möglich für 2n — 1<n, also 
für n—= 1, während bei part. Diffgl., wie wir sie betrachten, n>1 ist. 

Bevor wir unsre Frage ganz allgemein angreifen, besprechen wir zunächst einen 
besonderen Fall, von dem offenbar auch Lie ursprünglich ausgegangen ist, den 
nämlich, daß die beiden Gl. F=0, $%=0 eine gemeinsame vollständige Lösung 
mit n— 1 willk. Konstanten besitzen oder, anders ausgedrückt, daß die ®®?r-1 El. 
der Mg„_ı in 00” 1 Integral-M, zerlegt werden können. Wir sagen dann mit Lie 
(Abh. Il, 8.6, 2.21—18v.u.), daß die beiden Gl. F=0 und $=0 in Involution 
liegen. Wie Lie diesen Fall behandelt hat, das können wir der schon auf S. 600 
erwähnten ungedruckten Abhandlung aus dem Jahre 1872 entnehmen. 

Wir denken uns irgend eine vollständige Lösung der Gl. F=0 gegeben und 
bilden deren oo” Integral-M,, auf die Punkte 3, X, ---,Z„—ı eines R, ab. Die 
oo” 1 Integral-M, der gemeinsamen vollständigen Lösung des Systems F=0, 
5 = 0 werden dann in dem R, durch eine Schar von 00”! Punktmann. dargestellt, 
und diese Schar bildet eine vollst. Lös. einer gewissen part. Diffgl. 1. O. 


3 (3 I Inh Pıy ++ pn -)=0 
des R,„. In der Tat, die oo” 1 Integral-M,, der gemeins. vollst. Lös. von F= 0, 
% = 0 enthalten 00?” 1 verschiedene El., nämlich alle El. der durch die Gl. F= 0, 
% = 0 dargestellten Mg,„_ı; andrerseits ist jede dieser Integral-M, von oao*-1 
char. Str. von F = 0 erzeugt. Alle o0”-1 Integral-M, enthalten daher 00?" 2 
versch. char, Str. von F=U, und da die char. Str. von F=0 durch die El. ;,r,,p, 
des A, abgebildet werden, so ist klar, daß eine, aber nur eine Gl. zwischen den 
3, £;, P, erforderlich ist, um die char. Str. von F'=0 zu bestimmen, die auf jenen 
00” 1 Integral-M,, liegen. Ist $=0 diese Gl., so werden jene 00” -1 Integral-M, 
in dem R, durch 00“ 1! Integral-M,_, von $—= 0 dargestellt, und es liegt auf der 
Hand, daß diese Integral-M,_, eine vollst. Lös. von $—=0 bilden. Da überdies 
jede gemeinsame Integral-M, von F=0 und %= 0, die keine singuläre Integral- M, 
von F=0 ist, von 00%! char. Str. von F'=0 erzeugt wird, so ist der Inbegriff 
aller gemeins. Integral-M, von F=0 und %=0, die nicht für die Gl. F=0 
singulär sind, gleichbedeutend mit dem Inbegriffe aller Integral-M,_, der 6.3 = 0. 

Bedenken wir jetzt, daß sich die El. von $—=0 in 00?*-3 char. Str. anordnen, 
und daß alle nichtsingulären Integral-M,„_, von 5=0 von solchen char. Str. er- 
zeugt sind, so erkennen wir, daß sich die oo?" -1 El. des Gleystt. F=0, $=0 in 
00?” Scharen von je oo? El. anordnen, die wir mit Lie die char. Element-M, 
des Glsyst. nennen, und daß die gemeins. Integral-M, von F=0 und $=0 im 
allg. von je 00”? solchen char. Element-AM, erzeugt sind. 

Es unterliegt wohl. keinem Zweifel, daß wir hier wirklich den Weg vor uns 
haben, auf dem Lie ursprünglich zu den char. Element-M, des Gleyst. F=0, 5 = 0 
gelangt ist. Er mußte nunmehr noch feststellen, wann zwei vorgelegte Gl. F=0 
und %=0 in dem hier angenommenen Sinne in Involution liegen. Zur Ableitung 
einer notwendigen Bedingung hierfür boten sich ihm die folgenden Betrachtungen 
dar, von denen wir ebenfalls als sicher annehmen dürfen, daß er sie schon damals 
angestellt hat, als er die Abh. I schrieb. 

Jede etwaige gemeinsame Integral- M, zweier vorgelegter Gl. = 0 und % = 0 
wird nach $. 598 durch ein Glsyst. dargestellt, das die Gl. F=0-.und $=0 um-. 
faßt und das sowohl bei den inf. Trf. (2) als auch bei den folgenden: 


l...n 
(2’) I, =0.59, 8, deli, tm), dr= o > P,3>,Öt 
inv. bleibt, vermöge dessen also auch die Ausdrücke: : 
65 =e[FF]bt, ef=o[%5F]dt 
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verschwinden. Mithin befriedigt jede solche Integral-M, außer F= 0 und - 0 
auch noch die Gl. [F$]=0 (Abh. XII, S. 172, Satz 9). 

Integral-M, von der verlangten Beschaffenheit können daher nur durch solche 
El. der früher definierten Mg„-ı gehen, die der Gl. [F'5]=0 genügen. Ist diese 
Gl. an sich oder für die El. der M,,__, widersinnig, so gibt es gar keine derartigen 
Integral-M,. Sollen andrerseits die Gl. F=0, f5=-0 eine gemeinsame vollst. Lös. 
mit n— 1 willk. Konst. besitzen, so muß durch jedes El. der My„_, eine gemein- 
same Integral-M, gehen, und das ist nur möglich, wenn alle El. der Mg„_, mit 
F=0 und %=0 zugleich auch die Gl. [F%] = 0 befriedigen. 

Sollen demnach die Gl. F=0, 5=0 in Inr. liegen, so ist jedenfalls not- 
wendig, daß alle El. der durch F=0, %=0 bestimmten Ms„_, die Gl. [FF] = 0 
befriedigen oder, wie Lie es kürzer, freilich nicht ganz scharf ausdrückt, daß [F’5] 
vermöge F=0, %=0 verschwindet. Da sich diese notw. Bed. nachher als hin- 
reichend erweist, so wollen wir nunmehr sagen, daß zwei Gl. F=0, $=0, ver- 
möge deren [F%] verschwindet, in Involution liegen (Abh. I, 8. 1), oder 
daß sie ein zweigliedriges Involutionssystem bilden (Abh. XII, S. 168). 
Unter dem Invsyst. stellen wir uns dabei eine ganz bestimmte unter den Mann. von 
00?” -1 El. vor, die durch das Glsyst. F= 0, 5% = 0 bestimmt werden. Ist Ma, _ı 
diese Mann., so ist für alle ihr angehörigen El. [FF] = 0. 

Im folgenden legen wir diese neue Definition der Involutionsbeziehung zwischen 
zwei Gl. F=0, %=0 zugrunde Erst später werden wir erkennen, daß sie sich 
in Wahrheit mit der früher aufgestellten deckt. 


Zweigliedrige Involutionssysteme. 


Unsre Definition eines zweigl. Invsyst. kann anders gefaßt werden. Da nämlich 
vermöge F=0, 5 = 0 (oder genauer: auf der M3„_ı) »icht alle zweir. Det. von 
(4) verschwinden und da [FF], [%%] identisch null sind, so ist das Ver- 
schwinden von [F3] = — [SF] vermöge F=0, 5% =0 (auf der Ms, -ı) die 
notw. und hinr. Bed. dafür, daß das Glsyst. F=0, 5 = 0 (genauer: die 
Mg3„—ı) bei den inf. Trf. (2) und (2’) inv. bleibt (vgl. S. 594). Hierin liegt 
nach S.596f., daß ein Glsyst. F=0, % = 0 als zweigl. Invsyst. auch dadurch 
gekennzeichnet ist, daß es eine Mann. von oo?" -1 El. darstellt, die von 
je 00?” -? char. Str. jeder der Gl. F=0 und $=0 erzeugt ist. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob vermöge unsers zweigl. Invsyst. F = 0, % = 0 
alle zweir. Det. der Matrix 

F,, + p; F, 5 Fr, | 
(5) | deli.) 

dr; 2 P; : 177 | 
verschwinden können, ob es also möglich ist, daß die char. Str. der Gl. fF=0 und 
%5 = 0, die durch ein beliebiges El. unsrer Ma„_,ı gehen, immer zusammenfallen. 

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir ein Gleyst. F=0, 5 =0, 
vermöge dessen weder alle ersten Abl. von F‘, noch alle ersten Abl. von % ver- 
schwinden, wohl aber alle zweir. Det. von (5). Dann bestehen vermöge F=0, 5 =0 
zugleich Relationen von der Gestalt 


8%, +08 =AF,+D9F)ı 8, =ı.Fn, =1,..,% 


wo die Größe A endlich und von Null verschieden. Hieraus aber folgt das Bestehen 
der Gl. 


Lis:W 3 
d$—ıdF=(%,—ıF, (a: - Ira) ; 
i 
es liegen daher entweder je zwei unendl. ben. El. der durch das Glsyst. F=0, 


% = 0 dargestellten M»,„_ı vereinigt, was wegen n > 1 ausgeschlossen ist, oder es 
ist auch N —ıAF,=0 vermöge F=0, 5-0. 
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Vermöge des Glsyst. F= 0, % = 0 können daher unter den ge- 
machten Voraussetzungen die zweir. Det. von (5) dann und nur dann 
alle verschw., wenn die zweir. Det. von (4) auch alle Null werden. 

Da nun vermöge des zweigl. Invsyst. F= 0, % = 0 nicht alle zweir. Det. 
von (4) verschwinden, so können die Det. von (5) nur für gewisse El. des Invsyst. 
sätutlich Null werden. Der Inbegriff aller El., für die das eintritt, bildet die sin- 
gulären El. des Invsyst. Ein sing. El., für das nicht alle Det. von (4) ver- 
schwinden, hat augenscheinlich die Eigenschaft, daß. jedes unendl. ben. EI. des 
Invsyst. mit ihm vereinigt liegt. Unter den sing. El. des Invsyst. stecken ins- 
besondere alle die El., die für eine der beiden Gl. F = 0, % = 0 oder für beide 
singulär sind.!) 

Liegen die Gl. F=4A und $=N bei beliebiger Wahl der Konst. A, A 
stets in Inv., so ist [FA] = 0.und die Funkt. F, % liegen in Invol. Ver- 
schwinden dann vermöge F= A und 5% = stets auch alle Det. von (5), so sind 
diese Det. identisch Null und dasselbe gilt dann auch von allen Det. von (4). 
Hieraus folgt, daß für zwei unabh. Funkt. F(z,x,p) und %(z,x,p) niemals alle 
zweireih. Det. der Matrix (5) identisch verschwinden. 

Da die char. Str. einer Gl. gegenüber B. T. mit der Gl. invariant verknüpft 
sind (vgl. 8. 599), so liegt auf der Hand, daß die Eigenschaft zweier Gl., in Inv. 
zu liegen, bei jeder B. T. erhalten bleibt, bei der die oo?” -! El. des Invayst. 
wieder in 00°”! nicht in weniger El. übergehen. Namentlich ist daher das iden- 
tische Verschwinden des Ausdrucks [F%] gegenüber allen B. T. ohne Ausnahme 
invariant. Lie dürfte auf diese Weise zur Erkenntnis dieser Invarianz gekommen 
sein; die Notwendigkeit der in Abh. I, S. 1, Z. 15—19 angegebenen Bedingungen 
verstand sich damit von selbst; daß diese Bedingungen auch hinreichend sind, wird 
er dann so eingesehen haben, wie er es in dem auf 9. 588f. mitgeteilten Briefe an 
A. Mayer andeutet. 

Tiefer liegt eine andere Bemerkung, die nämlich, daß die durch unser zweigl. 
Invsyst. F= 0, % = 0 bestimmte M,„_, von El. gewisse Eigenschaften besitzt, 
die ihr an sich zukommen, d.h. unabhängig von ihrer analyt. Darstellung durch 
das Gleyst. F=0, $=0. .In der Tat, die M,„_, zerfällt in 00°”? char. Str. 
von F == 0 und diese Eigenschaft hat gar nichts damit zu tun, welche Gl, zwischen 
den z,2,,9, man benutzt, um unter den 0°” El. von F=0 die 0°”! aus- 
zuscheiden, aus denen die M,„_, besteht. Ist daher ® = 0 eine belieb. Gl., die 
zusammen mit F = 0 ebenfalls die Mann. M,,„_, bestimmt, so bleibt das Gleyst. 
F=0,d=0 bei den inf. Trf. (2) inv., so daß [F'®] sicher vermöge F = 0, 
® —= 0 verschwindet. Werden nun vermöge F = 0, ® = 0 nicht alle zweir. Det. 
der Matrix der Abl. von F und & gleich Null, so bleibt das Glsyst. = 0, d —= 0 
bei den inf. Trf. inv., die aus (2) dadurch entstehen, daß man F' durch ® ersetzt. 
Werden andrerseits die beschriebenen zweir. Det. vermöge F=0, ® = 0 alle 
gleich Null, so stellt (2) für die El. der M,,„_, gerade die Schar von inf. Trf. 
dar, die man für die Gl. ®= 0 erhält. Demnach ist unsre M,,„_., unter allen 


1) Verschwinden für alle El. einer durch das Glsyst. F = 0, % = 0 darge- 
stellten Mann. M,,„_, zwar nicht alle ersten Abl. von F' und auch nicht alle von %, 
wohl aber alle Det. von (4), so ist allerdings die Bed. der invol. Lage: [F'%] = 0 
vermöge F=0, % = 0 erfüllt, aber daraus läßt sich nichts weiter schließen, 
namentlich nicht, daß die M,,„_, bei den inf. Trf. (2) inv. bleibt. Man muß dann 
erst feststellen, ob die M,,_, von char. Str. von F'= 0 erzeugt ist, wozu der nächste 
Schritt ist, daß man untersucht, ob [FIF%)] auf der M,,_, verschwindet. Findet 
man, daß die M,,„_, von char. Str. von F'= 0 erzeugt ist, so fallen die beiden 
Scharen (2) und (2‘) von inf. Trf für alle El. der M,,_, zusammen, die betr. char. 
Streifen von F = 0 sind also zugleich solche von % = 0. 
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Umständen von char. Str. der Gl. ® = 0 erzeugt. Unsre M,,„_, hat infolgedessen 
die Eigenschaft, von char. Str. jeder Gl. #(z,x,p) = 0 erzeugt zu sein, die eine 
durch die M,„_, gehende Mann. von 00°" El. darstellt. Hierin liegt zugleich, 
daß jedes Gleyst. F\, = 0, % = 0, das mit F= 0, % = 0 äquivalent ist, das also 
auch unsre M,,__, darstellt, ein zweigl. Invsyst. bildet, so daß [F, %,] vermöge 
F,= 0, % = 0 verschwindet. 

Der eben entwickelte Gedankengang scheint mir der eigentlichen Denkweise Lies 
besser zu entsprechen als das Verfahren, das Lie später zum Beweise des hiermit 
gewonnenen Satzes anwendet.') Da schließt er nämlich so: Ist das Gleyst. F\ = 0, 
5, = 0 mit dem Invsyst. F = 0, % = 0 äquivalent, so bleibt es bei den inf. Trf. 
(2) und (2°) inv., es verschwinden also vermöge F\, = 0, %, = 0 alle Ausdrücke: 
[FF\,), [$F,] [F%ı], [8%,], dann aber verschwinden diese Ausdrücke auch ver- 
möge F=0, % = 0, was bedeutet, daß das Glsyst. = 0, % = 0 und also auch das 
äquiv. Gleyst. F\ = 0, % = 0 bei den inf. Trf. inv. bleibt, die aus F\ und %, ge- 
radeso gebildet sind wie (2) und (2’) aus F' und %; das endlich kommt darauf 
hinaus, daß [F,%,] vermöge F\, = 0, %, = 0 verschwindet. Wesentlich ist hierbei 
die Voraussetzung, daß vermöge F\, = 0, % = 0 nicht alle zweir. Det. der Matrix 
der Ableit. von F, und %, verschwinden. 


Die charakt. M, eines zweigliedrigen Involutionssystems. 


Nunmehr können wir den Nachweis führen, daß jedes zweigliedrige Invsyst. 
Integral-M,„ besitzt. 

Ist [F%] = 0 vermöge F= 0, 5 = 0, während nicht alle zweir. Det. von 
(4) gleich Null werden, so stellt, wie wir sahen, das Glsyst. F= 0, 5 = 0 eine 
M,,„_, von El. dar, die von je 00°”? char. Str. jeder der beiden Gl. F= 0 
und 5 = 0 erzeugt ist. Ebenso muß offenbar (vgl. S. 598) jede etwaige gemeinsame 
Integral-M, von F=0 und $= 0, d.h. jede Integral-M, des Invsyst F= 0, 
5 = 0 von char. Str. beider Gl. erzeugt sein; nur die Integral-M,, bilden eine Aus- 
nahme, die für eine dieser Gl. oder für beide singulär sind. 

Wir bilden jetzt mit Lie nach $. 600 die 00°”! char. Str. von F = 0 auf 
ie Bu h- Braas dene N: Kuss... ab, dann werdee 
die 00°"? Str., die dem Invsyst. angehören, und damit zugleich alle 00°”! El. 
des Invsyst. durch die 00°” ”* El. einer Gl. $(,x,p) = 0 dieses NR, vertreten, 
und jede etwaige Integral-M, des Invsyst., die für F' = 0 nicht singulär ist, wird 
durch eine Integral-M, _, von 5 = 0 abgebildet, die, wenn sie nicht für 5=0 


singulär ist, von 00”? char. Str. dieser letzteren Gl. erzeugt ist. Umgekehrt 


liefert jede Integral-M,_, von % = 0 eine Integral-M/, des Invsyst. Jede Inte- 
gral-M, des Invsyst., die ein allgemein gelegenes El. E des Systems enthält, um- 
faßt den durch E gehenden char. Str. von F'= 0, der (' heißen möge, außerdem 
aber auch die 00! char. Str. von F = 0, deren Bilder die El. des char. Str. CE von 
% = 0 sind, der durch das dem Str. C entsprechende El. € von 5 = 0 geht. 
Aber der Inbegriff aller durch € gehenden Integral-M,_, von % = 0 hat nach 
S. 599 keine andern EI. gemein als die EI. des Str. €, folglich hat der Inbegriff 
aller durch /. gehenden Integral-M, des Invsyst. keine andern char. Str. von F=0 
gemein als die oo', deren Bilder die oo! El. von & sind. Demnach kann der In- 
begriff der durch E gehenden Integral-M/, des Invsyst. auch nur die o0* EI. ge- 
mein haben, die den eben genannten char. Str. von F'= 0 angehören. 

Durch jedes allgem. gelegene El. E des Invsyst. F = 0, 5 = U geht demnach 
eine M, von oo” El. des Invsyst., die von oO! char. Str. von F= 0 erzeugt ist, 


1) „Zur Theorie der B. T.“, Leipz. Abh. Bd. XIV, Abh. 12 (1888), e. Nr. 2, 
Satz 3, 8. 542 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IV). — Th. d. Trfsgr. Bd. II, S. 90 f. (1890). 
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und der Inbegriff aller Integral-M, des Invsyst., die E enthalten, hat die oo? El. 
dieser M, gemein und nur diese. Die oo?" El. des Invsyst. sind dadurch in 
00°"-9® M, zerlegt, die charakteristischen Mann. des Invsyst. (Abh. II, 8. 7, 
Satz 2; Abh. III, S. 15; Abh. XII, S. 169). 

Hieraus geht hervor, daß die Integral-M, des Involsyst. im allg. von char. 
Mann. erzeugt sind. Da nun diese char. Mann, wenn man die char. Str. von 
F = 0 auf die El. des R, abbildet, durch die char. Str. der Gl. $= 0 abgebildet 
werden, so ist klar, daß zwei unendl. ben. char. Mann., die durch zwei unendl. 
ben. vereinigt liegende El. des Invsyst. gehen, in ihrer ganzen Ausdehnung ver- 
einigt liegen, d. h. jedes El. der einen liegt mit jedem unendl. ben. El. der andern 
vereinigt (Abh. XII, S. 169, Satz 3). Folglich können die char. M, genau so zur 
Konstruktion von Integral-M, des Invsyst. dienen, wie die char. Str. zur Konstr. 
von Integral-M, einer einzelnen Gl. (a. a. OÖ. S. 170). Da die char. M, durch die 
char. Str. der Gl. 5 = 0 abgebildet werden, so liegt auf der Hand, daß sie auch 
auf die El. eines R,_, derart abgebildet werden können, daß zwei unendl. benach- 
barten char. M,, die in ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt liegen, zwei unendl. 
ben. ver. lieg. El. des R,_, entsprechen. Der Inbegriff aller Integral-M, des Invsyst. 
ist von derselben Mächtigkeit wie der Inbegriff aller Punktmann. des R,_;- 


Da das Inveyst. F= 0, % = 0 in einer solchen Form vorliegt, daß vermöge 
F= 0, % = 0 nicht alle zweir. Det. der Matrix (4) Null werden, so verschwinden 
nach S. 605f. auch nicht alle Det. von (5), und die dem Invsyst. angehörigen char. 
Str. von % = 0 sind im allgem. von den betr. char. Str. von F'= 0 verschieden. 
Die char. M, des Invsyst. sind demnach offenbar auch von char. Str. der Gl. 5 = 0 
erzeugt, wie überhaupt von char. Str. jeder Gl. ®(z2,x,p) = 0, die eine Folge der 
Gl. des Invsyst. F=0, %=0 ist. Man kann deshalb die char. M, sofort angeben, 
wenn man die char. Str. von F= 0 und die von % = 0 kennt: durch alle El. 
eines char. Str. von F' = 0 braucht man nur die hindurchg. char. Str. von 5 = 0 
zu legen, um eine char. M, des Invsyst. zu erhalten. Jetzt erkennt man auch, daß 
durch jedes nicht sing. El. E des Invsyst., also durch jedes El., das nicht alle Det. 
von (5) zum Verschwinden bringt, eine char. M, geht. Ist nämlich das El. E nicht 
sing., so ist der hindurchg. char. Str. C von F = 0 verschieden von den oo! char. 
Str. von % = 0, die durch die El. von C' gehen. Hiernach können wir jetzt ge- 
nauer sagen, daß jede nicht sing. Integral-M, des Invsyst. von char. M, er- 
zeugt ist. 

Die hier gegebene Konstr. der char. M, aus den char. Str. der Gl. = 0 
und $=0 und die vorhin erwähnte Konstr. der Integral-M, aus den char. M, des 
Invsyst. liefern zusammengenommen die Liesche Erweiterung der Cauchyschen 
Methode auf zweigl. Involutionssysteme (Abh. IV, S. 25, Nr. III, 1 und Abh.VII, S. 54). 


Nicht unerwähnt wollen wir lassen, daß unsre Ableitung der char. M, des 
Invsyst. auch auf solche Glsyst. F = 0, % = 0 anwendbar ist, vermöge deren alle 
zweir. Det. der Matrix (4) verschwinden, wenn man nur weiß, daß das Glesyst. 
F=0,%=0 eine M,,„_, darstellt, die von char. Str. von F= 0 erzeugt ist. 
In diesem Falle kennt man die auf der M,„_, liegenden char. Str. von % = 0 
schon von vornherein, da sie mit den betr. Str. von F = 0 zusammenfallen. Die 
Bestimmung der char. M, des Invsyst. F= 0, % = 0 erfordert daher, wenn man 
die char. Str. von F = 0 bestimmt hat, noch die der char. Str. von 5 = 0. 

Wir sind nunmehr sicher, daß ein zweigl. Invsyst. Integral-M, besitzt. Unsre 
Betrachtungen zeigen sogar, daß die 00°”! EI. des Invsyst. immer in aa 
Integral-M,, zerlegt werden können, daß also das Invsyst. stets mindestens eine 
vollständige Lösung besitzt und daß durch jedes nicht sing. El. des Invsyst. eine 
Integral-M,, dieser vollst. Lös. geht. Zwei G. F=0 und $ = 0, die im Sinne 
von $. 605 in Inv. liegen, tun das mithin auch im Sinne von Abh. II, 8.6. Damit 
ist bewiesen, daß wirklich beide Definitionen der Involutionsbez. zusammenfallen. 
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Die eben entwickelte Theorie eines zweigl. Invsyst. beruht auf der Abbildung 
der char. Str. einer Gl. F(z,x,p)=0 des R„;, auf die El. eines R, und führt 
mit der größten Leichtigkeit zu dem Begriffe der char. M, des Invsyst. Sie mußte 
daher Lie besonders naheliegen, sobald er diese Abbildung gefunden hatte. Sie 
hat aber allerdings den Nachteil, daß sie auf Invsyst. von mehr als zwei Gliedern 
nicht ohne weiteres übertragbar ist. Das ist nun der Fall bei einer andern Theorie 
des zweigl. Invsyst., die auf der S. 601 ff. entwickelten allgemeinen Auffassung der 
Involutionsbeziehung beruht. 

Es sei [F$]=0 vermöge F=0, %=0, und es mögen nicht alle zweir. Det. 
von (4) und also nach S. 605f. auch nicht alle Det. von (5) vermöge F=0, = 0 
verschwinden. Deuten wir dann die z, x,,p, als Punktkoord. in einem R,„;1, s0 
stellen ?"=0 und 5=0 zwei 2n-fach ausg. Punktmann. M;,„ und M,, dieses 
Raumes dar, und deren Schnitt ist die früher mit M,»„_,ı bezeichnete Mann., das 
Bild unsres Invsyst. = 0, 5 = 0. Jedem Punkte z,x,, p;, der Mg„_, ordnen 
M,,„ und Ws, zwei El. E und E des R,„;ı zu, deren 2n-fach ausg. Ebenen unter 
der von uns gemachten Voraussetzung im allg. verschieden sind. Zu diesen El. 
gehören zwei char. Richt. (S. 602), die wegen des Verhaltens der Matrix (5) eben- 
falls im allg. verschieden sind. Da nun [F'%] für jeden Punkt z,x,, p,; der Me. _ı 
verschwindet, so liegt die char. Richt. jedes der beiden El. E und € in der 2n-fach 
ausg. Ebene des andern und berührt infolgedessen die M;,,_, in dem betr. Punkte 
2,%;, Pi. Somit bestimmen diese beiden char. Richt. in dem Punkte z, x,, p, ein 
ebenes Büschel von Richt., das der (2n — 1)-fach ausg. Tangentialebene der M,,„_ı 
angehört und das aus den char. Richt. des durch E und E bestimmten ebenen 
Büschels von El. des Ra, + besteht. Daher hat überhaupt jede durch die Ms;,„_} 
gehende 2n-fach ausg. Mann. des R,, ;ı die Eigenschaft, daß in jedem Punkte der 
Ma„ı die char. Richt. des zugehörigen El. der Mann. dem eben erwähnten Büschel 
angehört und also die M,,„_, berührt. 

Hierin liegt ein neuer Beweis dafür, daß unsre M,„_, von char. Str. jeder 
Gl. ® (z,x, p) = 0 erzeugt ist, die eine durch die Ms»„_ı gehende Mann. darstellt, 
d. h. von char. Str. jeder Gl. ®@=0, die eine Folge von F=0, %=0 ist. Auch 
ergibt sich wiederum, daß die Invbez. [F%] = 0 vermöge F=0, % = 0 nicht bloß 
gegenüber B.T. inv. ist, sondern auch für jedes mit F=0, 5% = 0 äquivalente 
Glsyst. F—=0, % —=0 gilt. 

Da die El. der M;„_ı bei den inf. Trf. (2) und (2°) durch B.T. transformiert 
werden und da die Beziehung zwischen jedem El. des R,„;ı und der zugehörigen 
char. Richtung gegenüber B.T. invariant ist (S. 602), so transformieren die inf. Trf. 
(2) und (2) die Punkte der Ma„_ı derart, daß die den einzelnen Punkten der 
M;„-ı zugeordneten ebenen Büschel von oo! Richt. unter einander vertauscht werden. 
Denken wir uns nun durch einen Punkt z°, x,°, p,;’ der M,„_ı die Kurve (’ gelegt, 
die dem durch das EI. 2°, x,°, p,’ gehenden char. Str. von F=0 entspricht, und 
legen wir durch jeden Punkt z, x,, p, von C die Kurve, die dem durch das El. 2,x,,», 
gehenden char. Str. von % = 0 entspricht, so erhalten wir eine zweifach ausg. Mann. 
M,, die auch dadurch entsteht, daß die inf. Trf. (2°) unendlich oft auf die Kurve 
C ausgeführt wird. Durch jeden Punkt dieser M, gehen, ihrer Erzeugung nach, 
zwei Kurven, deren Tangenten in dem zu dem Punkte gehörigen Büschel von oo! 
Richtungen liegen, demnach wird die M, in jedem ihrer Punkte von dem zugehörigen 
Büschel von Richtungen berührt. Hieraus folgt, daß die M, in jedem ihrer Punkte 
2, &;, p, von der Kurve berührt wird, die dem durch das EI. z,x,, p, gehenden 
char. Str. von F=0 entspricht, daß sie also jede derartige Kurve ganz enthält. 
Mit andern Worten: Unsre M, ist das Bild einer Mann. von oo? El., die von char. 
Str. jeder der beiden Gl. F=0 und $=0 erzeugt ist. 

Damit sind die char. M, des Invsyst. auf neue Weise abgeleitet, alles übrige 
gestaltet sich nunmehr wie vorhin ($. 608). 
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Die »-gliedrigen Involutionssysteme. 


Die allgemeine Aufgabe, alle etwaigen Integral-M, eines vorgelegten Gleyst. 
F,(z,2,pP)=0 (k=1,...,v) zu bestimmen, bietet jetzt keine Schwierigkeit. Unter 
den verschiedenen Mann. von El., die durch das Glesyst. dargestellt werden, wählen 
wir irgend eine aus, die M heißen möge, und fragen, ob durch jedes allg. gelegene 
El. von M eine in M enthaltene Integral-M, gehen kann. Dabei wollen wir uns 
das Gleyst., das M darstellt, gleich in einer solchen Form F, =0,..., F,=0 ge- 
geben denken, daß die v-reihigen Det. der Matrix 


oF, 6F, OF, 
(6) 02 0%, Op, 
| &k=1..,9 


Eee | 


nicht sämtlich für alle El. von M verschwinden. Wie auf 8. 604 f. erkennen wir nun, 
daß jede der gesuchten Integral-M, auch die Gl. [F,FJ=0 k=1,...,») er- 
füllen muß. Unsre Frage ist daher nur dann möglicherweise mit ja zu beantworten, 
wenn die Gl. [F, F,]=0 für alle El. von M erfüllt sind. Tritt dieser Fall nicht 
ein, so kann höchstens eine Teilmann. von M Integral-M, enthalten, und unsre 
ursprüngliche Aufgabe kommt auf die Aufgabe hinaus, alle etwaigen Integral-M,, 
der durch die Gl. F,=0, [F,F,]= 0 definierten Teilmannigfaltigkeiten von M zu 
bestimmen. 

Da die Frage nach Integral-M, gegenstandslos wird, sobald es sich um ein 
Glsyst. zwischen den 2, x,, p, handelt, das eine Mann. von 00” 1 oder weniger El. 
darstellt, so kommt schließlich alles auf die Aufgabe hinaus: Gegeben ist ein System 
F,=0,..., F,=0 von v<n-+1Gl. und man kennt ein Wertsystem 2°, x,°, p,°, 
das diese Gl. erfüllt, aber nicht alle »-reihigen Det. von (6) zum Verschwinden 
bringt, so daß durch das Glsyst. f, =0,..., F,=0 in einer gewissen Umgebung 
von 2°, x,°, p;’ eine Mann. Ma„+1ı_, von 00?” +1? El. definiert ist, für deren 
El. ebenfalls nicht alle v-reihigen Det. von (6) verschwinden. Vorausgesetzt wird 
weiter, daß für die Fl. von Mon +1 -, alle Ausdrücke [F, F,] ,k=1,..., v) 
Null werden. Gesucht werden alle Integral-M, von Men +1 - »- 

Lie sagt dafür kürzer, aber nicht ganz genau: Gegeben ein Gleyst. F\, =0,..., 
F,= 0, vermöge dessen alle Ausdrücke [F', F',], nicht aber alle v-reihigen Det. von 
(6) verschwinden, und nennt ein solches Glsyst. ein v-gliedriges Involutions- 
system. Unter diesem Invsyst. haben wir uns also immer eine Mann. M3, +1 -» 
von der beschriebenen Art vorzustellen. 

Nach 8. 594 kommt das Verschwinden der Ausdrücke [F', F,] vermöge 
F,=0,...,F,=0 (für die El. der M3„ +1 ,) darauf hinaus, daß dieses Glsyst. 
(die Mg„+1-,) bei den » Scharen von inf. Trf. 


( OF OF, 
= 7,0 u +» P; ie t (=l,...,n) 
i 


7 ER 
(7) } 0 Din, tr 


\ = T1,0,2,°) 


invariant bleibt. Im allgemeinen ist daher unsre Mg, +1, von char. Str. jeder 
der»Gl. F,=0,..., F,=0 erzeugt. 
Um genaueren Aufschluß darüber zu erhalten, untersuchen wir die Matrix 


OP, 50a 08 un 
8) dz, +1,“ de dp, Gel... 
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Verschwinden für die El. der M3„+ ı _ , alle v-reihigen Det. dieser Matrix, so be- 
stehen für diese El. zugleich Rel. von der Form: 


Sue nv) =0, Susi us... 


wo A,,...,A, nicht alle Null sind. Dann aber besteht für die El. der M,,„ 21 
zugleich e eine —n 


sr Ir, % I: 
= > F\, > 
kr dF, = hr a . («: . P, “) 2. 


Hier kann der erste Faktor rechts nicht auch ER ONT, weil sonst gegen unsre 
Voraussetzung alle v-reihigen Det. von (6) Null würden, demnach zieht das Ver- 
schwinden aller r-reihigen Det. von (8) nach sich, daß je zwei unendlich ben. El. unsrer 
Men +1-, vereinigt liegen. Für v<n-+1 ist das aber ausgeschlossen, demnach 
ergibt sich der Satz: 

Bilden dievGl.F,=0,...,F,=0 ein v-gliedriges Invsyst. und ist 
v<n-t1, 50 verschwinden niemals alle »-reihigen Det. der Matrix (8) 
vermöge F, =0,..,F,=0. 

Wie auf S. 606 können wir hieraus noch schließen, daß für »<n +1 unabh. 
Fkt. F,,..., F,, die paarweise in Inv. liegen, für die also [F,F,\]=0 ist 
, k=1,..., v), niemals alle »- reihigen Det. der Matrix (8) identisch 
verschwinden. 

Aus dem vorhin Bewiesenen geht hervor, daß die durch ein v-gliedriges Invsyst. 
F\=0,..., F‚,=0 dargestellte Ma„}1ı_ , immer, wenn v<n-+ 1 ist, von char. 
Str. jeder der Gl. FR, =0,.... F,=0 erzeugt ist. Füirv—=n- 1 würde das nur 
dann behauptet werden können, wenn für die El. der Mg, + ı _ , nicht alle v-reihigen 
Det. von (8) verschwänden. Aber dieser Fall kann gar nicht eintreten. Wäre nämlich 
v»=n-+ 1 und verschwänden für die El. des Invsyst. FA =0,.... F„;ı = 0 nicht 
alle (n + 1)-reihigen Det. von (8), so enthielte die durch das Tnveyst. dargestellte 
M, zu jedem EI. z, x,, p; alle die unendl. ben. EI., die durch 


l..n+l R 
day I ran, a PPIEBER p- [7 oh) at, 
72 
1 "+1 L1.. S 
k 1 


bestimmt wären, bei beliebiger Wahl der unendl. kl. Größen dt,. Das aber wären 
wegen der Beschaffenheit der Matrix (8) oc“ verschiedene unendl. ben. El., während 
die M,„ bloß 00” 1 solche enthält. 

Hierin liegt, daß im Falle v„=n-+ 1 die v-reih. Det. der Matrix (8) immer 
vermöge F\) =U,..., F,=0 .erschwinden, daß also jedes (rn + 1)-gl. Invsyst. 
F=0,..., F„+1=0 eine Element-M, darstellt, in der je zwei unendl. ben. EI. 
vereinigt liegen. Diese Element-M, ist dann offenbar zugleich eine Integral- M, des 
Invsyst. und zwar die einzige. Insbesondere ergibt sich, daß für v„—=n-+ 1 unabh. 


Fkt. F\,..., F„4+1, die paarweise in Inv. liegen, immer alle »-reih. Det. der 
Matrix (8) identisch verschwinden. 
Betrachten wir nun ein beliebiges v-gliedr. Invsyst. F\, =0,..., F,=0, bei dem 


v<%-+ 1 ist, so können wir darauf die Entwicklungen von S. 609 ohne weiteres 
übertragen. Durch jedes nicht singuläre El. des Invsyst., also durch jedes EI. x, x,, P, 
für das nicht alle v-reihigen Det. von (8) verchwinden, geht eine dem Invsyst. an- 
gehörige M, von oo’ El., die von char. Str. jeder der v Gl. FR =0,...,F,=V0 
erzeugt ist und in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. 

39* 
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Die Beweise, die Lie für seine Sätze später in Abh. XV liefert, hat er sicher 
noch nicht gehabt, als er jene ersten Abh. schrieb, und noch viel weniger hat er 
seine Sätze auf dem in Abh. XII und XV eingeschlagenen Wege gefunden. 

Für die Aufindung seiner Sätze ist ihm außerdem noch die Abbildung der 
char. Str. einer Gl. F(z,x, p)=0 auf die El. eines A, nützlich gewesen (s. 93. 600) 
und endlich noch die Bemerkung, daß eine einzelne part. Diffgl. 1. O. gegenüber 
allen B. T. keine Invarianten besitzt, daß also jede solche Gl. durch B.T. in jede 
andre übergeführt werden kann. Ausgesprochen hat er das allerdings erst in Abh. IV, 
S, 19, er wußte es aber ganz sicher schon, als er Abh. I schrieb. Die auf S. ı, 
Z. 15—19 angegebenen Bedingungen zeigen nämlich, daß man zu jeder beliebigen 
Fkt. F, solche Funktionen F\,..., F', finden kann, daß !’=F,,;=F,(i=1,...,n) 
eine B.T. bestimmen, und daraus wiederum geht hervor, daß jede Gl. #, = 0 durch 
B.T. auf die Form z’=0 gepracht, daß also jede Gl. in jede andre übergeführt 
werden kann. Das Studium der Gl. = 0 gewährte nun ohne weiteres Einblick in 
die Erzeugung der Integral-M, aus den char Str., es führte zu der Abbildung der 
char. Str. auf die El. eines R, usw. Auch in die Theorie des Invsyst. eröffnete sich 
ein ganz andrer Einblick, wenn man sich von vornherein eine Gl. des Invsyst. 
durch B. T. auf die Form z=0 gebracht dachte. Erwähnt sei nur noch, daß ein »- 
gliedr. Invsyst. selbstverständlich gegenüber B. T. keine andre Invariante hat als seine 
Gliederzahl, daß also jede Mann. von oo?" +1-r El, die durch ein »-gliedriges 
Invsyst. dargestellt wird, durch B.T. in jede Mann. von derselben Art überführbar 
ist. Lie erwähnt diesen Satz sicher nur deshalb nicht, weil er sich für ihn von 
selbst verstand, sobald er den Satz für »— 1 .bemerkt und die Theorie des Invsyst. 
entwickelt hatte. 

3.8 u NE BR et 

S.2, 2.3—5. Vgl. Abh. I, S.7, Abh. XII, S. 158. Lie selbst verweist auf 
unsre Stelle in der Abh. Leipz. Ber. 1895, S. 81 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX). Vgl. 
auch Leipz. Ber. 1898, S. 113—180 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. XI). 

S. 2, 2.6—10. Vgl. Abh. II, S. 7, Satz 2; Abh. III, S. 15; Abh. XII, S. 168 
bis 174 sowie 8. 603—611. 

8.2, 2.7—6v.u. Darboux hat die auf S. 585 angeführten Arbeiten leider nicht 
fortgesetzt. 

S. 2, Z. 10—12. Vgl. Sylow, Math. Meddelelser af S. Lie, Nr. 4 (d. Ausg. 
Bad. I, Abh. XV). 

S.2, 2. 13—16. Diese Sätze ergeben sich ziemlich leicht, wenn man die all- 
gemeine Form der inf. B.T. benutzt. Kannte aber Lie diese Form damals schon? 
In einem Briefe, den A. Mayer am 9. 11. 1873 erhalten hat, schreibt Lie nämlich 
folgendes: 

„Es ist mir gelungen, eine äußerst interessante analytische Form der infini- 
tesimalen Berührungstransformationen zwischen x, p!) zu finden.“ 

„Jede inf. B.T. drückt sich folgendermaßen aus: 


!=3-+8:Z, = +EX,, =m+eP;; 

wo e infinitesimal ist; X, P und Z sind Funktionen von &,,. . ., Ey» Pin» = er Pa“: 

„Nach meiner Abhandlung über B.T. gelten nun. folgende charakteristische 
Relationen ): 
@+:%, 5 +:X)=0, (vrEeX, u tEeX)=0, (+EX, m +tEeP)=1, 

B+tEeP,mteP=0d, (reX,mteP)—=0, 

woraus durch Entwicklung und Wegwerfung der inf. Größen 2.0. und Berück- 
sichtigung bekannter Sachen 


I) + Zu), tt Kd)=0t, (SP) + Xp) =0, 
(#P)+(Pp)=P0, (,P)+ (X;,p)=0 
1) Vgl. Abh. IX, 8. 106, 114, 116. A.d.H. 
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42 2 aX 0X, 0%, dP, 0% dP, 0P, 0P,_OX, 
ap u Map‘ Om 0m. :dy dm 0m dm’ dp Om, 


Die Integration der vier letzten Gleichungssysteme zeigt in der bekannten Weise, 
daß es eine solche Funktion 2 (&,, -..5 Ans Piy +++, u gibt, daß 


Also: Eine jede inf. B.T. zwischen x, p hat ER Form: 
aR 
oh eu ed B=n+l-17, 


wo 2 irgendeine Funktion von z,...?p„ bezeichnet.“ 
„Ich habe hier der Kürze wegen nicht Z bestimmt... Z genügt auch den Gl. 


@+:2,92,+:P)=np,+:P;,, abo (Zu)+@P)=P,.“ 


Hierdurch wird der Anschein erweckt, als ob Lie sogar die allgemeine Form 
der inf. B.T. in den x, p erst im Spätherbste 1873 gefunden hätte. Demgegenüber 
ist zu bedenken, daß Lie, als er die Abh. V, S.27f. schrieb (November 1872), wohl 
zweifellos das Rechnen mit inf. B.T. in hohem Maße beherrschte. Will man das 
nicht zugeben, so beachte man, daß er Anfang 1873 in Abh. VII, S. 49 den Satz 5 
aus einem Satze von Bour erschließt, ein Schluß, den damals niemand verstehen 
konnte, den er aber später (1877, Abh. XX, S. 295f., 298 Anm.) darauf zurückführt, 
daß bei jeder endlichen B.T. in den x, p jede inf. B.T. in den x, p in eine eben- 
solche übergehen müsse. Diesen Schluß hat er sogar, wie aus einem Briefe an 
A. Mayer hervorgeht (s. S. 590), schon im Herbste 1872 gezogen, als er in Göttingen 
die Boursche Abh. sah. Demnach hat er sicher im Herbste 1872 die allgemeine 
Form der inf. B.T. in den x, p besessen. Es ist jedoch überhaupt schwer zu be- 
greifen, wie Lie die Sätze, um die es sich hier handelt, gefunden haben sollte, 
ohne die Form der allgemeinen inf. B.T. zu beherrschen; namentlich wäre der Hin- 
weis auf das Poisson-Jacobische Theorem kaum zu verstehen. 

Ich neige daher zu der Ansicht, daß Lie schon, als er Abh. I schrieb, die 
allgemeinste inf. B.T. angeben konnte, und daß der vorhin mitgeteilte Brief an 
A. Mayer nur eine für ihn damals neue Ableitung der analytischen Form der inf. 
B.T. in den x, p enthält, daß er also eigentlich schreiben wollte: „eine äußerst 
interessante analytische Ableitung der Form ...“. Die Frage ist dann nur: auf 
welchem Wege ist Lie 1872 zur Bestimmung der inf. B.T. gelangt? 

Das Folgende ist ein Versuch, seinen Gedankengang wiederherzustellen. 


Die infinitesimalen Berührungstransformationen. 

Lie ging vermutlich davon aus, daß die inf. Trf. von der Form (2) die Ele- 
mente der Gleichuug F=-0 durch eine B. T. transformieren, daß sie außerdem 
jedes El. dieser Gl. in ein uneudl. benachbartes mit ihm vereinigt liegendes EI. 
derselben Gleichung überführen und daß sie (vgl. S. 599) durch diese Eigenschaften 
definiert sind. 

Es lag daher nahe, bei einer beliebigen inf. B. T. des ganzen R,, ,, 5% Pi: 


(9) d2z = $(3,2,r)6t, dı,= &Öt, dp; = 4,Öt 


zu fragen: welche El. gehen in unendl. ben. mit ihnen verein. liegende über? 
Man findet sofort, daß diese El. durch die Gl. 


I... a Dre 
92 — Ind = (6 Int) dt 0 
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bestimmt sind. Wäre hier: 6 — Zp,&, = 0, würde also jedes Element in ein un- 
endlich benachbartes mit ihm vereinigt liegendes Element übergeführt, so ergäbe 
sich folgendes: Wäre F' eine beliebige Lösung der Gl. 


(10) + Sl Fr Eu £ 2 


so wäre dF = 0, also bliebe bei der inf. B. T. (9) jede Gl. F = Const. inv., ihre 
El. würden durch eine B. T. transformiert und jedes El. der Gl. ginge in ein 
unendl. ben. mit ihm verein. lieg. über. Daraus aber würde nach $. 599 folgen, 
daß die inf. Trf. (9) für die El. jeder Gl. F = Const. die Form (2) hätte. Mit 
andern Worten: die Funktionen &,&,,A, wären so beschaffen, daß (10) immer die 


Proportion: Re 
EDER > of ar. of öf 
sh: = Ba et) 


nach sich zöge, was offenbar unmöglich ist, wenn £,&,,A, nicht alle identisch ver- 
schwinden. Eine inf. B.T. (9) kann daher niemals jedes El. z,x,,9, in ein unendl. 
ben. mit ihm vereinigt liegendes El. überführen. 


Setzen wir also Zp,&; — £= W(z,x,p), so kann W nicht identisch ver- 
schwinden. Nehmen wir sodann eine zweite inf. B. T.: 


dz=5öt, I,=hd det 
hinzu, für die wir Zp;&; — S—= W setzen, 50 ist: 


= -chöt, In=ki—ch)hi, du—(k— ch)öt 
ebenfalls eine inf. B. T., welchen Wert auch die Konstante ce haben mag. Kann 
hier c so gewählt werden, dd W—cW=0 wird, so folgt: =c&, & = c#, 
1; = ci,, demnach ist die inf. B. T. (9) durch die Funktion W, ihre charakte- 
ristische Funktion, wie sie Lie später nennt!), vollständig bestimmt. Lie 
spricht deshalb auch einfach von der inf. B.T. W (Abh. XVI, S. 226, 1875). 
Ist W konstant, W = (, so ist augenscheinlich: 
62 — (dt, x, = 0, op, = 0 

eine und also die einzige inf. B.T., für die 2», dx, —dz =(.dt wird. Ist W 
nicht konstant, so bestimmt die Gl. W=0 alle El. 2,x,,p;, die bei (9) in unend- 
lich benachbarte, mit ihnen vereinigt liegende El. übergehen. Als inf. B. T. aber 
führt (9) je zwei unendl. ben vereinigt liegende El. in ebensolche über, also läßt 
(9) den Inbegriff der durch W=0 bestimmten El. invariant und hat daher für die 
Elem. von W = 0 die Form: 


Neon 
a) dy=eW,dt, du =—e(W,+nW)öt dz=e Dn,W,,st, 
v 


wo e allerdings noch unbekannt ist. Ebenso ergibt sich, daß die inf. B. T. mit 
der char. Fkt. W — c, die die Form: 


dz2=( +0 dt, da, = 8$,Öt, op, = 46t 


hat, für die El. der Gl. W— c = 0 die Gestalt (11) annimmt. Da nun: dx, =), 
dp; —=0,dz = — cdt eine inf. B. T. ist, so erkennt man sofort, daß: 


1.9] 
v 


1) „Zur Theorie der Berührungstransformationen“, Leipz. Abh. Math. phys. 
Klasse Bd. XIV, Nr. XII, S. 548, 1888 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IV, Nr. 5). 


Die inf. B.T. — Verwertung bekannter inf. B.T. 615 


für die El. jeder Gl. W = c und überhaupt für alle El. eine inf. B. T. ist, was 
durch Bildung des Ausdrucks: 


1..,9 1...% 1.8 
&(de — Dp.dz,) = ddz — Nipdda, + dp;dx) = — W,(dz — Np;da,) dt 
i i i 


bestätigt wird. Demnach ist (12) die einzige inf. B. T. mit der char. Fkt. W. 

Damit ist die allgemeinste inf. B. T. gefunden. Die char. Fkt. W bleibt voll- 
kommen willkürlich, nur darf sie nicht identisch verschwinden. Insbesondere er- 
gibt sich, daß eine inf. B. T., deren char. Fkt. W nicht konstant ist, die Gl. W = 0 
inv. läßt und jedes nicht singuläre El. dieser Gl. auf dem hindurchgehenden char. 
Str. der Gl. verschiebt.) 


Konstruktion von Integralen mit Hilfe bekannter inf. B. T. 


Es sei F'(z, x, p) so beschaffen, daß nicht alle ersten Ableit. von F' vermöge 
F=0 verschwinden. Soll dann die Gl. F=0 bei der inf. B. T. (12) inv. bleiben, 
so ist nach S. 594 notwendig und hinreichend, daß 


oF= {[WF]— WF,}6t 


vermöge F' = 0 verschwindet. Ist diese Bedingung erfüllt und ist dabei W kon- 
stant, so kommt das darauf hinaus, daß die Gl. F = 0 die Veränderliche z nicht 
oder doch nur scheinbar enthält. Ist andrerseits W nicht konstant, verschwindet es 
aber vermöge F'= 0, so transformiert (12) die El. von F=0 durch eine inf. Trf. 
von der Form (2) (vgl. S. 599, Anm.), läßt also alle char. Str. von F=0 inv und 
liefert nichts Neues. Ist endlich W nicht konstant, ohne vermöge F = 0 zu ver- 
schwinden, so vertauscht die inf. B.T. (12) die char. Str. von F= 0 unter einander, 
und da sie jedes El. von W= 0 aber sonst kein El. in ein unendl. ben. verein. lieg. 
El. überführt, so verschiebt sie alle char. Str. von F=0, die zugleich W = 0 
erfüllen, aber auch nur diese, auf Integralmann. von F= 0. In der Tat, unter 
der gemachten Voraussetzung verschwindet [WF]| vermöge W=0, F=0, die 
beiden Gl. W=0, F = 0, liegen also in Invol., daraus folgt aber, daß jede Inte- 
gral-M,, des Invsyst. W = 0, F= 0 bei der inf. B. T. W inv. bleibt.?) 

Es seien jetzt W, und W, zwei inf. B. T., die beide die Gl. F = 0 inv. 
lassen. Sollen sie von einander verschieden sein, so dürfen sich die Konstanten a, 
und a, nicht so wählen lassen, daß a, W, + a, W, identisch verschwindet, es sei 
denn a =a,=0. Ferner darf weder W, noch W, vermöge F=0 verschwinden, 
auch darf sich W, : W, nicht vermöge F' = 0 auf eine Konstante reduzieren, weil 
sonst die inf. B. T. entweder nicht Neues lieferten oder für die El. von F = 0 nur 


1) Man vgl. hierzu die eben angeführte Abh. S. 559, Satz 20 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. IV, Nr. 11) und: Lie, Th. d. Trfsgr. Bd. II, S. 254—257, Leipzig 1889. Man 
findet da einiges, was auf die ältesten Untersuchungen von Lie über diese Dinge 
zurückgeht. 

2) Vgl. S. 607. Es ist hier nicht nötig, vorauszusetzen, daß in der Matrix der 
Ableit. von W und F’ nicht alle zweir. Det. vermöge W=0, F=0 verschwinden. 
Die inf. B. T. (12) läßt ja nämlich jede der beiden Gl. W= 0 und F=0 einzeln 
inv., also auch das System: W=0, F= 0, überdies hat sie für die EI. von 
W = 0 die Form (2), wenn man sich F' durch W ersetzt denkt. Andrerseits gilt 
für die El. von F=0 die G.[FW]=— F,W, die inf. Trf. (2) transformiert also 
die El. der inv. Gl. F=0 so, daß die Gl. W=0 inv. bleibt (vgl. S. 594), und 
läßt somit auch das System F=0, W= 0 inv. Das Glsyst. W=0, F = 0 ist 
daher sicher ein Invsyst,, denn es stellt eine Mann. von EI. dar, die sowohl von 
char. Str. von W = 0 als von solchen von F = 0 erzeugt ist. Vgl. die Abh. „Zur 
allgemeinen Theorie der part. Diffgl. belieb. O.“, Leipz. Ber. 1895, S. 90—96 (d. Ausg. 
Ba. IV, Abh. IX, Anf. von Kap. II). 
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so viel. leisteten, wie schon eine von beiden. Sind alle diese Voraussetzungen erfüllt, 
so ist a, W, + a, W, bei beliebiger Wahl der Konst. a,,a, eine inf. B. T.. die 
ebenfalls die Gl. F = 0 inv. läßt, d.h. de G. F=0,4W, +a,W, = 0 liegen 


in Invol. Demnach ist: 
[F „0 
if 


vermöge F= 0, das heißt W, : W, = Const. ist ein Integral des Syst. (1). Mit andern 
Worten: 

Kennt man zwei inf. B.T., die die Gl. F=0 inv. lassen, unter 
denen aber keine alle char. Str. von F= 0 in Ruhe läßt und die über- 
dies die char. Str. von F=0 verschieden transformieren, so kann 
man eine Gl. ® = Const. aufstellen, die mit F= 0 in Involution liegt. 

Dieser Satz steckt in dem auf S. 2, Z. 13—16 Gesagten. Lie hat ihn merk- 
würdigerweise auch später nirgends ausdrücklich ausgesprochen. 

Sind zwei inf. B.T. W,-und W, vertauschbar, so ist nach S. 595 jede end- 
liche Trf., die durch, unendlichmalige Wiederholung der einen entsteht, mit jeder 
endl. Trf., die ebenso aus der andern entsteht, vertauschbar. Jedes El. E gehört 
daher einer M, von oo® El. an, die bei jeder von beiden inf. Trf. inv. bleibt. Be- 
friedigt E insbesondre die Gl. W =" und W, =, so enthält die zugehörige M, 
die durch E gehenden char. Str. von W, = 0 und W, = 0, und da auf jedem 
char. Str. je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, da andrerseits W, und W, als 
inf. B. T. je zwei unendl. ben. vereinigt lieg. El. in ebensolche überführen, so liegen 
je zwei unendl. ben. El. der M, vereinigt. Hieraus folgt, daß die M, von char. 
Str. jeder der beiden Gl. erzeugt ist und daß alle ihre EI. die beiden Gl. W = 0, 
W, = 0 erfüllen. Mithin bleibt das Glsyst. W, = 0, W, = 0 bei den beiden inf. 
Trf. W, und W, inv. und ist infolgedessen ein Invsyst. 

Hat man p inf. B.T. W,,..., W,, die paarweise vertauschbar sind, so er- 
gibt sich auf Grund von S. 595, daß zwei beliebige Gl.a, W, +: +a,W, =, 
wo die a, Konstanten sind, immer in Inv. liegen. Lassen diese inf. Trf. außerdem 
alle die Gl. F = 0 inv., so liegen die @Gl.: 


w- Const. (=2,...p) 
alle mit F= 0 und paarweise unter einander in Inv. Das aber ist genan der Satz 
CB My Ace 1 96 1,9 


Eine Verallgemeinerung des Poisson-Jacobischen Theorems. 


Nicht mit derselben Sicherheit läßt sich feststellen, wie S. 2, Z. 16—20 zu 
verstehen sind. Einen wichtigen Fingerzeig liefert aber die Erwähnung des 
Poisson-Jacobischen Theorems, denn die zeigt deutlich, daß Lie damals schon 
den Zusammenhang dieses Theorems mit den inf. B. T. durchschaut hatte. 

Das genannte Theorem bezieht sich nur auf solche Gl. F'= 0, die von z frei 
sind. Für diese aber zerfällt das Integrationsproblem des sim. Syst. (1): man hat 
zuerst, unter Berücksichtigung der Gl. F = 0, das sim. Syst.: 


A) de 2... 202 de. ER ir a 


in den x, p allein zu integrieren, d.h. alle Gl. &(x,p) = Const. aufzusuchen, die 


so beschaffen sind, daß: 
ER 


SFr Ba — Fa Br) = (F9) 


entweder identisch oder vermöge F'= 0 verschwindet; ist das geschehen, so er- 
fordert die Integration der letzten Gl. von (1) nur noch eine Quadratur, denn von 2 
kommt ja hier in (1) nur das Differential vor. 
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Das Verschwinden von (F®) = — (® F)) vermöge F'= 0 sagt nun aus, daß 
die Gl. F = 0 bei der inf. Trf.: 
ö,=d,d, du dit (el,..n) 


inv. bleibt; andrerseits transformiert diese inf. Trf. nach (12) die Veränderlichen 
x, p geradeso wie die inf. B. T. mit der von z freien char. Fkt. ®(x,p). Demnach 
kommt es auf dasselbe hinaus, ob man ein Integral ® (x, p) = Const. des sim. Syst. 
(13) kennt, oder eine inf. B. T. die die Gl. F = 0 inv. läßt und deren char. Fkt. 
D(x,p) von z frei ist. 

Läßt die inf. B.T. mit der char. Fkt. ® (x, p) die Gl. F (x, p) = 0 inv., so läßt 
sie, wie wir früher (S. 599) gesehen haben, auch das sim. Syst. (1) der char. Str. von 
F= 0 inv. und, da sie die x, p für sich transformiert, auch das sim. Syst. (13). 
Daher geht jedes andre Integral X (x, p) = Const. von (13) bei der inf. B.T. ® (x, p) 
in ein unendl. ben. Integral X +5 X = X + (BX)öt= Const. über, d. h. mit 
® (x, p) = Const. und X (x, p) = Const. zugleich ist stets auch (® X) = Const. ein In- 
tegral des sim. Syst. (13). Das aber ist eben der Inhalt des Poisson-Jacobischen 
Theorems. 

Lie hat diese Beziehungen allerdings erst in Abh. XVIII, S. 269f., 1876 aus- 
drücklich ausgesprochen; es unterliegt aber wohl keinem Zweifel, daß er sie schon 
kannte, als er Abh. I schrieb. Auch hier (vgl. S. 592) ist es die wechselnde Auf- 
fassung, die sich als äußerst nützlich erweist: indem einerseits ® (x, p) = Const. 
als Integral des sim. Systems (13) aufgefaßt wird, andrerseits ® (x, p) als eine inf. 
B.T., bei der die Gl. F==0 invariant bleibt, gelangt man ganz von selbst zum 
Poisson-Jacobischen Theoreme. 

Bedenkt man nun noch, daß eine von 2 freie Gl. F(x, p)= 0 als solche da- 
durch gekennzeichnet ist, daß sie bei der inf. B. T. mit der char. Fkt. 1 inv. bleibt, 
so erkennt man, daß im Falle des Poisson-Jacobischen Theorems in der Tat 
drei inf. B.T. der Gl. F (x, p) = 0 bekannt sind, nämlich die mit den char. Fkt. 1, 
D(x,p), X(x,p). Aus diesen folgen nach dem Früheren die beiden Integrale ® = Const. 
und X = Const., die durch Anwendung des Theorems eine Reihe von neuen Inte- 
gralen: (® X) = Const., (®(® X) = Const. usw. liefern. „Im allgemeinen“ !), d.h. wenn 
® = Const., X = Const. nicht gerade Integrale von besonderer Beschaffenheit sind, 
erhält man so vermöge des Theorems die erforderlichen 2» — 2 von einander und 
von F = 0 unabhängigen Integrale von (13) und hat dann zur vollständigen In- 
tegration von (1) nur noch eine Quadratur auszuführen. 

Da Lie an der Stelle, die uns hier beschäftigt (S. 2, Z. 16—20), beliebige Gl. 
F(z,x,p)= 0 betrachtet, so muß er eine von ihm entdeckte Verallgemeinerung des 
Poisson-Jacobischen Theorems im Auge gehabt haben, die er, wie das seine Art 
war, ohne weiteres an die Stelle des Theorems setzte, ohne hervorzuheben, daß damit 
ein ganz neuer Satz gefunden war. 

Welche Verallgemeinerung das war, läßt sich nur vermuten. Einen Anhalt gibt 
vns der Umstand, daß, wie wir eben sahen, im Falle des eigentlichen Poisson- 
Jacobischen Theorems wirklich drei inf. B.T. der Gl. F(x,p)= 0 bekannt sind. 
Denkt man sich nun auf die Gl. F(«,p)=® mit ihren drei bekannten inf. B.T. 
1, D(x,p) und X (x, p) eine beliebige endliche B. T. ausgeführt, so erhält man eine 
beliebige Gl. F (z,x, p) = 0 mit drei bekannten inf. B.T: W/,. W,, W,, aus denen 
man durch ein dem Poisson-Jacobischen Theoreme entsprechendes Verfahren 
„im allgemeinen“ 2n — 2 von einander und von F'=0 unabh. Integrale des sim. 
Syst. (1) ableiten kann. Die Integration von (1) ist dadurch auf die einer gewöhnl. 
Diffgl. zwischen zwei Veränd, also auf die Aufsuchung eines Integrabilitätsfaktors 
zurückgeführt. 


1) Die Worte „im allgemeinen“ benutzt Clebsch in demselben Sinne (Abh. |, 
Crelle 59, S. 192). 
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Allerdings sind die drei inf. B.T. der Gl. F(z, x,p)=0, die hier auftreten, 
nicht ganz beliebig. Geradeso nämlich, wie die inf. B.T. mit der char. Fkt. 1 die 
beiden von z freien Integrale ® — Const., X = Const. inv. läßt, geradeso wird etwa 
die inf. B.T. W, die beiden Integrale W,; : W, =Const. (= 1, 2) invariant lassen, 
es wird also für  =1, 2 sein: 

W,; we W; m 0W, 
N rn 
Die inf. B.T. W, ergibt nun aus dem Integrale W, :W, = Const. das neue: 


u ()=-[ m. mW. 0 FE lonat,, 


0 


ot\W, W, 192 W, 
das wegen der eben gefundenen Gleichung zwischen W, und W, die Form 
oW, oW, 


1 
= [[w, w1— W, la aifarr | = Const. 


annimmt. Dieses Integral bleibt bei der inf. B. T. W, invariant'\, und dasselbe gilt 
von allen andern Integralen, die durch fortgesetzte Anwendung der inf. B.T. W, 
und W, erhalten werden. 

Daß Lie die eben besprochene Verallgemeinerung des Poisson-Jacobischen 
Theorems im Auge gehabt hat, wird noch durch einen andern Umstand wahrschein- 
lich gemacht. Sein Satz spricht nämlich noch gar nicht den vollen Nutzen aus, der 
sich aus den bekannten inf. B.T. ziehen läßt. In der Tat, schon wenn man zwei 
inf. B.T. W, und W, der Gl. F(z, x,p)= 0 kennt, kann „im allgemeinen“ die In- 
tegration von F=(0 sogar durch bloße Differentiation geleistet werden. Es ist ja 
W,:W,=Const. ein Integral, und wenn man auf dieses die inf. B.T. W, ausführt, 
so erhält man das neue Integral 

EA RR, = oW, er 

a - Wr [ww] -W IHM | = Const.; 
indem man dann immer wieder die inf. B.T. W, und W, ausführt, findet man „im 
allgemeinen“ alle Integrale des sim. Syst. (1), so daß die Integration von F=0 
geleistet ist. 

Allem Anscheine nach hatte Lie das damals noch nicht bemerkt. Später ist 
er vielleicht deshalb nicht wieder auf diese Dinge zurückgekommen, weil die Be- 
trachtung des „allgemeinen Falles“ im Grunde wertlos ist. Dieser allgemeine Fall 
ist nämlich bei Gl. mit bekannten inf. B.T. nur eine Ausnahme, die fast nie ein- _ 
tritt; gewöhnlich gelangt man zu einem abgeschlossenen Gebiete von Integralen, 
aus dem man durch Benutzung der bekannten inf. B. T. nicht herauskomnıen kann. 
Die Theorie der Funktionengruppen (Abh. VI und VII) und der homogenen Funk- 
tionengruppen (Abh. VIII) gab den wahren Einblick in den Nutzen, der aus be- 
kannten inf B.T. einer Gl. F(z,x, p)=0 gezogen werden kann, und da er diese 
Theorie darstellte, ohne den Begriff der inf. B.T. zu verwenden, so hatte er keinen 
Anlaß, die hier ausgesprochenen Sätze näher auszuführen. 

S.2, Z2.5—1 v. u. Dieser Satz beruht darauf, daß erstens eine part. Diffgl. 


zwischen 2, &,, .--, &%, _ı dann und nur dann von 2, &, ..., &,_, selbst frei ist, 
wenn sie die Gruppe aller 00” Translationen gestattet, und daß zweitens eine Schar 
(Gruppe) von 00” vertauschbaren B. T. des Raumes 2, &,,...,%,_, immer dann 


durch B.T. in die Gruppe aller oo” Transl. übergeführt werden kann, wenn sie 
jedem EI. z,&,, p, von allgemeiner Lage 00” verschiedene Lagen erteilt. Diese hier 
von Lie nicht erwähnte Bedingung ist notwendig, weil die Gruppe aller Translationen 
die Eigenschaft besitzt, jedem EI. von allg. Lage 00” verschiedene Lagen zu erteilen. 


1) Das ist unter den gemachten Voraussetzungen begrifflich klar, ergibt sich 
aber auch leicht, sobald man mit dem Rechnen mit inf. B. T. und deren char. Fkt. 
vertraut ist; vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 15 (1890). 


T | ee a ee ua ee 
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Sie ist aber auch hinreichend, weil sie darauf hinauskommt, daß die n char. Fkt. 


Ha. 3% Pr +2) (k=l,...,n) der inf. Trf. der Gruppe unabhängige 
Funktionen sind, und weil es infolgedessen eine homogene B.T. gibt, die e . PR : Fi 
in die inf. Translationen p,,... ., ?, überführt. ') 


In den Math. Ann. XXV, S. 72, 1885 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, Einl.) erwähnt 
Lie in einer Anm. unter dem Texte die hier von ihm nur angedeutete Theorie und 
verallgemeinert sie noch etwas. Die dortigen P, sind die von uns eben mit H, be- 
zeichneten Funktionen; die Voraussetzung, daß sie von einander unabhängig sein 
sollen, fügt er ausdrücklich hinzu. 

Zu 8.2, 2. 3—1v.u. vgl. man die Abh. von Klein und Lie, Math. Ann. IV, 
S. 80—83, Leipzig 1871 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XIV, $ 7, Nr. 25—27; Klein, ges. 
math. Abh. Bd. I, S. 456—458). In einem von Klein aufbewahrten, etwa 1872 von 
ihm ausgearbeiteten Entwurfe zu der nicht erschienenen Fortsetzung dieser Arbeit 
heißt es: 

„In der Tat kommt z. B. die Integration bei 00” permutablen Transformationen 
in R„, falls der Punkt nicht selbst W-Gebilde ist, auf die alte Eulersche 
Methode heraus, statt Punktkoordinaten Ebenenkoordinaten einzuführen. Es muß 
nämlich dann solche Funktionen geben: 9, %, x, ..., in denen sich die 00” Trans- 
formationen darstellen as:  =g+a,Vv=ypy-+b, y=y-+c usw. (Es sind 
9%, %... Wn-ı-flächen unabhängiger Art, a, b, c sind Transformationsparameter). 
Dann heißt die zugehörige partielle Gleichung: 

( ou dw dw ) 0. 
09 E} EWw , 0x Ye = . 

Unter W-Gebilden werden hier solche Gebilde verstanden, die bei einer kon- 
tinuierlichen Schar der permutabeln Transformationen invariant bleiben. 

S. 2, Z. 21—15 v.u.; vgl. hierzu Abh. XXXVIII, S. 542f. (1882). 

S. 2, Z. 14—10 v. u., 8. 3, Z. 1—3. Näher ausgeführt in Abh. XIX, S. 287 bis 
293 (1877). 

S. 3, Z.4—7. Schon in seiner Doktordissertation (Christ. Forh. 1871, S. 84 f., 
d. Ausg. Bd. I, Abh. XI, $ 6, Nr. 16; vgl. auch Math. Ann. V, S. 163; d. Ausg. Bd. II, 
Abh. I, $ 6, Nr. 20) erwähnt Lie, daß die Monge-Ampöeresche Gl. 


(1) Hr+2Ks + Lt+ M+ N(rtt— 9)=0 


die Eigenschaft hat, bei jeder B.T. des R, in eine Gl. von derselben Form über- 
zugehen. Hier setzt er das natürlich als bekannt voraus. 


Die Theorie der intermediären Integrale. 


Die Diffgl. der Mongeschen Charakteristiken von (1) erhält man nach Monge®), 
indem man zu de— pdz — qdy=0 die Gl. 


(2) dp—rde—sdy=0, dq— sdxe —tdy=0 
hinzunimmt und verlangt, daß die Auflösnngen des Systems (1), (2) nach r, s, t in 
der unbestimmten Form 0:0 erscheinen. Man findet ein System von Gl. zweiten 


Grades in dx, dy, dp, dg, das sich in zwei lineare Systeme zerlegen läßt. Die eine 
Schar von Char. wird daher durch die Gl. 


dz— pdz— qdy=V0 
D=* + May +(K+4)dp+Ldq=0 
(3,) E,=—-Mdc+* — Hdp— (K—1)dgq=0 
UV=—(K+ı)de+Hdy+* +Ndg=0 
‚= — Ld<e+(K—1)dy— Ndp ++ 0 


1) Vgl. Lie, Th.d. Trfsgr. Bd. II, Kap. 18 (1890). 
2) Vgl. dessen Abh. II, S. 126f. Monge selbst betrachtet allerdings nur den 
Fall N=0, den Fall N=+0 hat erst Ampere berücksichtigt. 
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bestimmt, wo A, und A, die Wurzeln der @l. 
(4) #=K’+NMN— HL 


bezeichnen ') und wo unter den fünf Gl. immer drei und nur drei von einander un- 
abhängige vorhanden sind. Die Gl. (3,) der andern Schar erhält man durch Ver- 
tauschung von A, mt ,=—A. 

In dem R, der El. 1.0. x, y, z, p, q ordnet nun die Gl. dz— pdx — qdy=0 
jedem Punkte x, y, 2, p, q eine Schar von 00° Richtungen dz:dx:dy:dp:dq zu. 
Denken wir uns diese Richtungen auf die Punkte eines R, mit den hom. Koord. 
dx:dy:dp:dq abgebildet, so stellen die Gl. (2) die 00° Geraden eines lin. Kom- 
plexes in dem R, dar, und die Geraden dieses Komp]. können als die Vertreter der 
oo® El. 2.0. x, y, 2, pP, 9, r, 5, t aufgefaßt werden, die zu dem EI. 1.0. x, y, 2,9, q 
gehören. Andrerseits kommt das zur Ableitung der Gl. (3,) und (3,) eingeschlagene 
Verfahren darauf hinaus, daß alle Punkte unsres R, gesucht werden, durch die un- 
endlich viele gerade Linien gehen, die Gl. (1) erfüllen und dem lin. Komplexe (2) 
angehören. Aber die Geraden des Komplexes (2), die (1) erfüllen, sind nichts andres 
als die Geraden, die der Komplex (2) mit einem gewissen andern lin. Kompl. ge- 
mein hat. Stellt man nämlich eine beliebige Gerade unsres R, durch die Gl. 


(2) dp—rde — sdy=0, dg— sde—tdy=0 


dar, so ist =s in Plückerschen nichthom. Linienkoord. die Gl. des Kompl. (2), 
während der andere lin. Kompl. in der Form 


(1’) Hr+Ks+ Ks’ + Lt+M+ N (rt — sd)=0 


geschrieben werden kann. Demnach stellen die Gl. (3,) und (3,) die Brennstrahlen 
der unsern beiden lin. Kompl. gemeinsamen lin. Kongruenz dar; die Geraden dieser 
Kongruenz selbst aber vertreten die El. 2. O. x, , 2, ?, q, r, s, t, die von der 
Diffgl. (1) dem El. 1.0. x, y, z, p, q zugeordnet werden. 

Das dem dreigliedrigen totalen Systeme (2,) entsprechende System von zwei 
unabh. lin. part. Diffgl. 1. O. ist von Bour en worden ıs. dessen Abh. II, 
S. 189) und kann so geschrieben werden: 


of of of of of 
PN=* aa 1 (> +9 )- Hut z)- 0 
aAN=— uf + + u(£+p3 er taz) 
(5,)4 | 
a ee ap 
re rw dq at + (+ )= 
n= 1a) + -0, 


wo unter den vier Gl. zwei und nur zwei von einander unabhängig sind. Besitzt das 
System (3,) eine integrable Kombination, so hat (5,) eine Lösung und umgekehrt, 
und genau in derselben Beziehung stehen (3,) und (5,). 

Am deutlichsten wird der Zusammenhang zwischen (3,) und (5,), wenn man 
beachtet, daß die Größen 


(6) fat Pf: ty + af.:fp: fa 
als hom. Ebenenkoord. unsers R, aufgefaßt werden können, nämlich als. die Koord. 


derjenigen Ebene des A,, die alle in dem Punkte &, y, 2,?, q durch die Gl. 
dz— pdx— qdy=0, df= 0 bestimmten Richtungen abbildet. Die Gl. (5,) und (6,) 


1) Vgl. Goursat, Lecons sur lintegration des @quations aux derivees par- 
tielles du 2. ordre. Bd. I, S. 39 ff,, Paris 1896. Goursat schreibt allerdings nur drei 
der fünf Gleichungen hin, er muß daher den Fall N = 0 besonders behandeln. 
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erscheinen dann geradezu als die Gl. der vorhin erwähnten Brennstrahlen in Ebenen- 
koordinaten. 


Die Gl. KAphtretsh=0, htaltsh,t+tn=0 


bestimmen die oo! Geraden des lin. Kompl. (2), die der Ebene (6) angehören. Diese 
Geraden gehen alle durch den Punkt 


ax: dy:dp:dg= fr: fh: — (+ Pf): — (+ af). 
Demnach ordnen die Gl., welche die char Str. von f= Const. bestimmen (vgl. $. 591), 


in jedem Punkte des R, x, y, 2, q,p unsrer Ebene (6) des R, ihren Pol i. B. auf den lin. 
Kompl. (2) zu. Die Involutionsbeziehung 


NM UFpl=rtr(py,tpp)+ hip + gap) — Pl + Pf) — pllyt af) 0 
sagt daher aus, daß jede der beiden Ebenen (6) und: 


(6‘) Pt PP::Py+ QP,:Pp:%% 


den Pol der andern i. B. auf den lin. Kompl. (2) enthält, daß also ihre Schnittgerade 
diesem Kompl. angehört. Demnach ist (7) geradezu die Gl. des Komp. (2) in Ebenen- 
koord.; dieser Kompl. ist also eben der, den die Gl. da— pdx—gdy=0 nach 
S. 602 für jeden Punkt x, y, 2,9, q des R, in dem zugehörigen R, dxz:dy:dp:dq 
bestimmt (vgl. S. 603). 

Ist nun erstens X? MN — HL=0, also 4, +4,, so sind die beiden Brenn- 
strahlen (5,) und (5,) von einander verschieden, sie sind überdies windschief und 
gehören keinem der beiden lin. Kompl. an. 

Besitzt dann (5,) eine Lösung f und (5,) eine Lösung , so geht für beliebige 
x, y, 2, p, q die Ebene (6) durch den einen Brennstrahl (5,), die Ebene (6°) durch 
den andern (5,), und ihre Schnittgerade gehört daher beiden Komplexen an. Hieraus 
folgt, daß f und @ immer unabhängig sind, daß also (5,) und (5,) niemals eine 
Lösung gemein haben, ferner daß [fp]=0 ist, d.h. daß jede Lösung von (5,) mit 
jeder von (5,) in Involution liegt. 

Besitzt andrerseits (5,) zwei unabh. Lösungen f und 9, so gehen für beliebige 
x, y, z,p, q die Ebenen (6) und (6°) beide durch den Brennstrahl (5,). Sie sind 
überdies im allgemeinen von einander verschieden, denn fielen sie immer zusammen, 
so wären alle zweireihigen Det. der Matrix 


k+rh,fHt af frfr 
9x +PP,P9y + 49; PrYPa 


identisch Null, was nach S. 606 mit der Unabh. von f und p in Widerspruch steht. 
Hieraus folgt, daß [/p] & 0 ist; wäre nämlich [/p] = 0, so lägen die Pole der Ebenen 
(6) und (6°) i. B. auf den Komplex (2) beide auf dem Brennstrahle (5,), und da 
dieser dem Komplexe (2) nicht angehört, so fielen die beiden Ebenen immer zu- 
sammen. 

Ist zweitens A’ MN— HL=0, also ,=4, =0, so fallen die beiden 
Brennstrahlen (5,) und (5,) in einen zusammen, der beiden lin. Komplexen angehört. 
Sind dann f und @ zwei unabhängige Lös. von (5,), so gehen die Ebenen (6) und 
(6°) beide durch diesen Brennstrahl und sind außerdem notwendig von einander ver- 
schieden; ihre Pole i. B. auf den Komplex (2) liegen daher beide auf dem Brenn- 
strahle, d. h. es ist immer [/p] = 0. 

In beiden Fällen, mag nun ),—+4, oder 4, =4, sein, gilt aber folgendes: 
Sind /f und g zwei unabh. Lös. von (6,). so ist 2(f,p)=0 ein Integral der Gl. (1), 
welche Funktion man auch für 2 setzen mag. In der Tat, die Ebenen (6) und (6’) 
gehen beide durch die Brenngerade (5,), dasselbe gilt also von jeder Ebene des 
durch beide bestimmten Büschels, also auch von der Ebene 


2,df+2,dp=)0, dz— pdx— qgqdy=0. 
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Die in dieser Ebene liegenden Geraden des Kompl. (2), die durch die Gl. 
Sylt Ph + th sh) +8, (92 +9, +79, +59) 0 
rate, th) HR, t+ 49 +59, + t9,)—0 


bestimmt werden, gehören für alle Werte des Verhältnisses 2,: 2 auch dem 
Komp]. (1’) an, also erhält man durch Elimination dieses Verh. eine Gl.: 


Pie 2 Fü un Pen a 1 FE Pe A 7 
9,99, 779,739, 9,749, +839,+ 9, 


die alle 00” den beiden Komplexen gemeinsamen Geraden bestimmt und infolge- 
dessen mit der Gl. (1) zusammenfällt. Demnach ist 2 (/, 9) = 0 wirklich immer ein 
Integral von (1). 

Im Falle 4, =}, = 0 ist insbesondere [fp]=0, die Gl. [fF]=0, [(pF]= 0 
bilden daher ein zweigliedriges vollst. Syst. (s. Abh. IX, S. 103, Anm.), das noch 
eine dritte von f und g unabh. Lös. y besitzt, so daß /,g, xy paarweise in Inv. 
liegen. Die Gl. [/F]=», [(pF]=0, xF]= 0 haben dann drei unabh. Lös. 
f, 9, x gemein und sind daher nicht von einander unabh., so daß für beliebiges F' 
eine Id. von der Gestalt KFl=elfF]+os[epF) 
besteht. Das bedeutet, daß die Ebene 

 TP TI: 

dem durch (6) und (6’) bestimmten Büschel angehört, daß sie durch den Brennstrahl 
(5,) geht. Mit andern Worten: x ist auch eine Lös. von (5,). Hat daher im Falle 
A, =4,=0 das Syst. (5,) zwei unabh. Lös. /f, g, so hat es deren drei f, p, x, und 
es ist Q(f, 9, x) = 0 bei beliebiger Wahl von 2 ein Integral von (1). Es gibt nun 
nach S. 590 immer eine B.T., die durch die Gl. =f, y=9, 2’=y bestimmt ist. 
Bei dieser würde die Gl. (1) eine solche Form erhalten, daß das Syst. (5,) die Lösungen 
x,y',z hat, das aber würde H=K=L=N=0 nach sich ziehen, was keiner 
brauchbaren Form von (1) entspricht. Um diesen Übelstand zu vermeiden, führt 
man hinter der ersten B.T'. noch eine zweite aus von der Form?) 


(8) 


’ 


KL = 2, y- y”, = 2" — pa”, pp Fa EA g= 0; 
dann bekommt das Syst. (5,) die Lös. p”, y”, 2’ — p”x” und (1) die Form r"=0. 
Damit ist die Behauptung 8. 2, 2.10 v.u., 8.3, Z. 1—2 bewiesen. Wegen 


der Behauptung 8. 2, Z. 12—1U0 v. u. vgl. man Abh. XIX, S. 287—292. 


Normalformen gewisser Monge-Amperescher Gleichungen. 
Nehmen wir jetzt insbesondere an, daß (1) 00° vertauschbare B.T. gestattet, 
bei denen jedes El. x, y, z, p, q von allgemeiner Lage 00° verschiedene Lagen erhält, 
so können wir durch eine geeignete B.T. erreichen, daß (1) die Gruppe aller Trans- 


1) Man beachte, wie einfach sich die Theorie der Monge-Ampöereschen Gl. 
gestaltet, wenn man die Gl. (2) als die Definitionsgl. eines lin. Kompl. und (1) als 
die Gl. der zwei lin. Kompl. gemeinsamen Geraden auffaßt. Namentlich die Be- 
ziehungen zwischen den Lös. der Syst. (5,) und (5,) ergeben sich ganz von selbst 
und ohne daß man nötig hat, die Fälle N+0 und N = 0 besonders zu behandeln. 
Ich glaube, daß die Vermutung, Lie sei auf dem hier angegebenen Wege zu diesen 
Ergebnissen gelangt, nicht zu kübn ist. Wenn die von mir gegebene Deutung der 
Stelle S. 1, Z. 9, 8 v. u. richtig ist (s. S. 603), und das dürfte kaum einem Zweifel 
unterliegen, so hat auch diese Vermutung eine an Gewißheit grenzende Wahrschein- 
lichkeit für sich. 

2) Diese gewöhnlich nach Amp£re (Abh. II, S. 90—94) benannte Transf. gehört 
zu den B.T., die Lie sehr mit Recht als Eulersche bezeichnet (vgl. Abh. XII, 
S. 159 und 174. 
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lationen zuläßt, daß also H, L, K, M, N und damit auch A,, A, Funktionen von p 
und gq allein werden. Diese von x, y, 2 freie Form bleibt dann auch bei jeder B.T. 
erhalten, bei der die Gruppe der Translationen invariant bleibt. Da nun die all- 
gemeinste inf. Transl. die Form 


doz=adt, dy=böt, Öz=cit, öp=dy—=0 


hat, wo a, b, c beliebige Konstanten sind, so erkennt man leicht, daß die allgemeinste 
B.T., bei der die Gruppe der Transl. inv. bleibt, die Form 


«=X+9(,g9, y=Y+ılod, !=Z+y(od, P=Ulpgd, d=Vip,d 


besitzt, wo X, Y, Z unabhängige lineare homogene Fkt. von x, y, z sind. Man kann 
daher diese Trf. auch dadurch erhalten, daß man zuerst eine beliebige lineare hom. 
Trf. in x, y, z ausführt und dann eine B. T. von der besonderen Form 


“=ı+y9Dd9, Y-y+tılmda, “=2:+vpg, Pf=Ulpng, !=V(p 9. 
Die Bedingungen (vgl. S. 103) 


+9 y+Nl=0, l+92+0=0, y+nz+Y=0 
liefern bier „— 9=0, Pp+t4m—- =, PXpr+ 4m =, 
mithin 9=d, 1=d Y%=rd, +, — 9, 
wo ® eine beliebige Funktion von p, q bezeichnet. Aus 
dz’ — pda’ — g’dy’ = eo (dz — pdx — qdy) 
folgt dann noch e=1, p’=p, q’=q, so daß unsre B.T. die Gestalt 


9) dt, Yaytd, !=2+rd 449-9 P=p, d=q 
besitzt. Auf die von x, y, 2 freie Gl. (1) dürfen wir daher noch alle die B.T. aus- 
führen, die aus einer linearen hom. P.T. in x, y, z und aus einer B.T. von der 
Gestalt (9) zusammengesetzt werden können. 

Wir bemerken gleich noch, daß sich aus (9) durch Erweiterung die Formeln: 


r2=r+ (rt s?), IL —=t+ ‚(rt — 8?) 
| 29 pP 


10 
a) \s82 = 8 — du/(rt — $?), ri — S)L=rt — s? 


ergeben, wo Q den Ausdruck: 


(11) A=1iH+rDpp+ 25dp + ten + (rt — 8) (BppBg — By.) 
bedeutet. 

Da (1) bei der Gruppe aller Transl. inv. bleibt, gilt dasselbe von den Systemen 
(5,) und (5,). Auf diese, die mit (1) gegenüber allen B. T. invariant verknüpft sind, 
dürfen wir daher auch die vorhin bestimmten B. T. anwenden. 

Lie verlangt nun, daß die Gl. (1) integrable Kombinationen besitze (S. 3, Z.4\. 
Die von ihm nachher, auf Z. 7 angegebenen Normalformen verraten, was er damit 
meint. Für die erste Normalform hat nämlich jedes der beiden Systeme (5,) und 
(5,) eine Lösung von der Form p(p,g) und im allgemeinen keine Lösung weiter; 
für die zweite können wir , =K=1 setzen, so daß (5,) im allg. nur die Lös. x 
und (5,) nur die Lös. y hat; für die dritte ist A, = 4, = 0 und (5,) hat die Lös. y 
und im allg. nur diese. Demnach will Lie offenbar ausdrücken, daß für 4, #4, 
jedes der beiden Syst. (5,) und (5,) und daß für A, = 4, = 0 das System (5,) min- 
destens eine lösung haben soll. 

Ist u,,%,, ..., % ein Syst. Lös. von (5,) so werden diese Größen, wenn man 
auf x, y,2,p,q die Gruppe aller Transl. des R,: .r, y, z ausführt, selbst durch eine 
Gruppe von vertauschb. Trf. transformiert. Ist diese Gruppe in den u, intransitiv, 
so besitzt (5,) mindestens eine L.ös., die bei allen Transl. inv. bleibt und die also 
die Form gp(p,g) besitzt. Ist die Gruppe in den u, transitiv, so kann sie, indem 
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man geeignete Fkt. der u, als neue u, einführt, in die Gruppe aller Transl. in 
%...., 4; verwandelt werden; diese neuen «, haben dann offenbar die Form: 


42 +by Tr 2 + $r(P q) (k=1,...d, 

wo in der Matrix der Konstanten a,, b,, c, nicht alle /-reihigen Det. verschwinden. 
Besitzt für A, + 4, auch nur eines der beiden Syst. (5,), (5,) eine Lösung von 

der Form »(p,g), oder gilt im Falle A, = A, = 0 dasselbe für (5,), so ist M = 0 
und was damit im Einklange steht: 4,?= K*” — HL. Führt man nun auf die Gl. 


H(p',q)r +2K’s + L't+ N rt!’ —s’% = 0 

die B. T. (9), (10) aus, so kommt: 
Hipgr +2K(pDs+ Lip dt+ 

+ H®,—2K@®,,+1L9,,+Nert— dd) =0; 
mithin kann ® so gewählt werden, daß der Faktor von rt — s? verschwindet. Man 
gelangt also in diesem Falle zu der ersten Form 8. 3, 2.7. Auch der scheinbar 
ausgenommene Fall: ’=K’—=L’=0 erhält diese Form durch die auf S. 622 
erwähnte Eulersche Trf. 


Tritt überhaupt keine Lösung von der Form »(p, q) auf, so sei zunächst 
), $ A,. Dann können wir annehmen, daß 


u=arc+by+ca2+y9wd 
eine Lösung von (5,) ist und: 
v= 0,2 +by+02+x29 
eine von (5,) und zwar werden weder a,, b,,c, noch a,, b,, c, alle verschwinden. 
Dabei sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem a,, b,, c, den Grüßen a,, b,, c, 
nicht proportional oder proportional sind. Der erste Fall kann durch geeignete 
Wahl von u oder v immer erreicht werden, wenn eines der beiden Systeme (5,) 
oder (5,) mehr als eine Lösung besitzt. Hat aber jedes der beiden Systeme nur 
eine Lös., so tritt immer entweder der erste oder der zweite Fall ein, und es ist 
klar, daß eine B. T., bei der die Gruppe der Transl. inv. bleibt, daran nichts ändert. 
Liegt der erste Fall vor, so führen wir eine geeignete lin. hom. Trf. der x, y, 2 
aus, bei der dann auch die p, g, aber nur unter sich, transformiert werden. Wir 
können dadurch erreichen, daß 


u=z+y9(,g9) r=y+xPqQ 


wird. Aus [wo] = 0 folgt dann 9, — % —=0, alo: p=P,, x= ®,, so daß durch 


eine B. T. von der Form (9) BR v=y 


wird. Nunmehr ergibt sich: ,=K, H=0,N=0, L=0,4,=—K, was auf 
die zweite Form S. 3, Z. 7 hinauskommt. 
Liegt der zweite Fall vor, so machen wir durch lineare hom. Trf. der x, y,z: 


u=y+9Dg, v=y+tıDdV 
und können annehmen, daß (5,) nur die Lös. w und (5,) nur die Lös. v besitzt. 
Aus [uv] = 0 ergibt sich jetzt: 9, — 9 =, aloxy=9-+ o(p). Wählen wir 
noch ®, = p(p,9), 80 wird vermöge (9): 


u=y v=y-+tau(lp) 
wo sich »(p) nicht auf eine Konstante reduzieren darf, weil sonst u, v nicht von 
einander unabhängig wären. Setzen wir « in (5,) und v in (6,) ein, so kommt: 
L=0,,=—-K, N=0, K+% — Mo(p) = , mithin 2X= Muo'(p). Hier 
darf M nicht verschwinden, weil sonst A, = A, wäre, gegen die Voraussetzung; 
ebensowenig darf H verschwinden, weil sonst (5,) noch die Lös. x hätte. Wir 
können daher H = 1 setzen und (1) so schreiben: 


(12) r+ Mpd)@(ps+V= 0. 
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Solange hier M und ® nicht gewisse besondere Bedingungen erfüllen, werden (5,) 
und (5,) keine andern Lösungen als die bekannten haben; die Gl. (12) kann daher 
durch keine B. T., bei der die Gruppe der Transl. inv. bleibt, auf eine der drei 
Formen $. 3, Z. 7 gebracht werden. 

Übrig bleibt der Fall, daß 4, —=4, = 0 ist und daß (5,) keine Lösung von der 
Form »(p,g) besitzt. Dann gibt es sicher eine Lösung: uv= ac +by+cz + y(p,g), 
wo a,b, c nicht alle drei verschwinden. In der bekannten Weise bringen wir hieı 
u auf die Form: «=y und erhalten aus (L,) wegen, =0:L=0, K=0, N=0. 
Das ergibt: Hr+ M=0, also die dritte Form S. 3, 2.7. 

Lie ist zweifellos durch derartige Betrachtungen zu seinen Normalformen ge- 
langt; insbesondere mußte er damals schon die allgemeinste B. T. aufgestellt haben, 
bei der die Gr. alier Transl. inv. bleibt, namentlich die Trf. (9). Die Normalform 
(12) scheint er allerdings übersehen zu haben, sie würde nur dann möglicherweise 
auf eine der von ihm angegebenen zurückführbar sein, wenn (12) eine von der 
Gruppe der Transl. verschiedene Gruppe von o0° vertauschb. B. T. gestattete. Ob 
es sich so verhält, das müßte durch eine besondere Untersuchung festgestellt 
werden, die hier zu weit führen würde. Man vergleiche übrigens auch die Be- 
merkung in den Leipz. Ber. 1896, S. 392, Nr. 4 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XXV, 
Teil I, Nr. 4). 

S. 3, 2.9—11. In seinem Archiv Bd. II, S. 158, 1877 (d. Ausg. Bd. I, Abh. 
XVII, Einl.) kündigt Lie eine Arbeit über die Transformationsgruppe der Diffgl. 
der Minimalfl. an; diese ist jedoch ebensowenig erschienen wie seine Bestimmung 
aller algebraischen und aller algebraisch eindeutigen B. T. der Minimalfl., vgl. 
Archiv Bd. III, S. 232, 1878 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXII, Nr. 5) und Bd. IV, S. 506, 
1880 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXV am Schlusse). An der ersten Stelle wird wenigstens 
eine gewisse Kategorie von B. T. angegeben, die Minimalfl. in Minimalfl. über- 
führen. Über die inf. B. T., bei denen die Diffgl. der Minimalfl. inv. bleibt, s. die 
Anm. zu 9. 524, 2. 3f. 

8. 3, Z. 12f. Die Charakteristiken entsprechen dann und nur dann einem 
Kurvenkomplexe, wenn sich p und g aus den beiden Gl. 


ay’— Fin Ddzday+ dp, dDda=0, dz — pdz— gdy=d 
eliminieren lassen; soll das für beide Scharen von Char. gelten, so muß 
FR, +%=-FFf, %=9PR 


sein; der betreffende Kurvenkomplex wird eben dann durch eine von x, y, 2 freie 
Mongesche Gl. definiert. — Monge-Amperesche Diffgl., deren Charakteristiken 
einem Linienkomplex entsprechen, betrachtet Lie Archiv Bd. II, S. 159 ff., 1877 
(d. Ausg. Bd. I, Abh. XVII, $ 1). 

S. 3, Z. 14—16. Gemeint ist die Nr. 3 der auf S. 588 angeführten „Medde- 
lelser“ (d. Ausg. Bd. I, Abh. VII). Der Linienkomplex ist der sogenannte Reyesche 
oder tetraedrale. Der Zusammenhang zwischen diesem und der Diffgl. der Minimal- 
flächen wird durch die „logarithmische Transformation“ vermittelt. Vgl. Lie- 
Scheffers, Geom. d. B.T. S. 356 (1896). 

S. 3. Z.6,5 v.u. In der eben erwähnten „Meddelelse“ wird dieser Satz schon 
für Minimalflächen ausgesprochen. Vgl. auch Archiv VII, S. 155, 1882 (d. Ausg. 
Bd. I, Abh. XXVII, Einl.). 

S.3, 2.3,2v.u. Darboux: Sur une classe particuliöre de surfaces reglees. 
Bulletin Bd. II, S. 301—314 (Paris 1871). 

8. 3, Z. 16—20. Die „zugehörige“ Gl. 2. O. ist dieselbe, die Lie in der Geom. 
d. B.T. S. 384—396 behandelt. Die p-, g- und r-Reziprozitäten sind Punkt- und 
Berührungstransformationen, bei denen die Komplexkurven des tetraedralen Kom- 
plexes paarweise unter einander vertauscht werden. Lie hat sie in den Gött. Nachr., 
Nr. 4 vom 16. 2. 1870 auf 8. 56—59 eingeführt (d. Ausg. Bd. I, Abh. V, Nr. 3 u. 4). 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 40 
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S. 3, 2. 20f. Die Bestimmung dieser Haupttangentenkurven findet man Geom. 
d. B. T. S. 392 (1896). 

S. 3, Z. 21. Hierher gehört z. B. die Frage nach allen Flächen, deren Haupt- 
tangenten der einen Schar einem linearen Komplexe angehören, Geom. d.B.T. 
S. 374. Eine Verallgemeinerung dieser Aufgabe wird hier Abh. XXII, S. 356 er- 
wähnt und Abh. XXXVIIL, S. 537—541 behandelt. 

S. 3, 2. 17—16 v. u. Ausgeführt in der Abh. Arch. Bd. IV, S. 477—492, 1880 
(d. Ausg. Bd. I, Abh. XXV, $ 1). 

S. 3, 2. 16—15 v. u. Gemeint sind die Flächen mit unendlich vielen Trans- 
lationserzeugungen, s. Arch. VII, S. 174, 1882 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXVII, Schluß 
von $ 2). Vgl. auch Leipz. Ber. 1892, S. 447 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XI, Einl.). Die 
Flächen, die durch Translation einer Kurve entstehen, können nämlich als Verall- 
gemeinerung der Minimalflächen aufgefaßt werden. Vgl. Arch. II, S. 159—163, 1877 
(d. Ausg. Bd. I, Abh. XVII, $ 1). 

S. 3, 2. 15—13 v.u. Ausgeführt im Archiv Bd. VII, S. 174—176, 1882 (d. 
Ausg. Bd. I, Abh. XXVI, $ 3). 

S. 3, Z. 12—9 v. u. Siehe hier Abh. II. 


Zu Abhandlung II, S. 5—11. 


Eine ausführliche Darstellung des Inhalts dieser Arbeit gibt Abh. XV, S. 207 
bis 220. 

S.5, 2.6—1v.u. Lagrange führt 1772 in der Abh. I (s. S. 586) die In- 
tegration der Gl. g=f(x,y,2, p) zurück auf die Auffindung einer eine willkürliche 
Konstante enthaltenden Lösung p von 


op op on _ 
ER RL RE. FE. 2. 


er erwähnt auch, daß hier die Ableitungen von p bloß linear auftreten, zeigt aber 
allerdings nicht, daß diese lin. part. Diffgl. für » auf ein simultanes System zurück- 
führbar ist. In Art. V der Abh. II von 1779 führt Lagrange die Integration der 
allgemeinen lin. part. Diffgl. 1.0. in beliebig vielen Veränderlichen auf gew. Diffgl. 
zurück. In Abh. III von 1785 macht er dieselbe Zurückführung in verbesserter Form. 
Dort kommt er in Art. 14 auf eine nicht lin. part. Diffgl. 1.0. und bemerkt in Art. 15: 
„Mais cette &quation n’est intögrable en general par aucune methode connue.“ Er 
hat also übersehen, daß seine Theorie von 1772 zusammen mit der von 1779 und 
1785 die Integration durch gew. Diffgl. leistet. Vgl. Lie, Geom.d.B.T. S. 514—518. 

Über Charpit s. Lacroix, Traite du calcul diff. et du calceul integral, 
2. Ausg., Bd. II, Nr. 740, S.. 548 (Paris 1814). 

S.5, Z.10-—17. Lie denkt hier offenbar an eine Äußerung von Clebsch 
(s. dessen Abh. II, S. 193, 1862), die „Nova methodus“ (Jacobi, Abh. VI) gebe „in 
Bezug auf die part. Diffgl. 1.0. jene neue Methode, welche die wahre Verallgemeinerung 
der Untersuchungen Lagranges enthält.“ Er will andeuten, daß diese Behauptung 
Clebschs eingeschränkt werden muß. Vgl. auch Abh. III, S. 13. 

S.6, Z.1. Vgl. die Anm. zu Abh. VII, 8. 37. 

S. 6, Nr. 1. Vgl. Abh. XII, Nr. 2, S. 152—156. 

S.6, Z.4—2 v.u. Vgl. die Anm. zu S. 2, Z. 10—12, 8. 612. 

S. 7, Satz 1 und 2. Vgl. die Anm. 8. 591—611. 

S. 7, Z. 10—13. Die Arbeit von Cauchy se. 8.585, die von Jacobi ist Nr. III; 
vgl. da besonders $ 9. Jacobi erwähnt Cauchy gar nicht, sondern stellt seine 
Methode dar als eine Verallgemeinerung der Hamiltonschen Methode zur Integration 
der Diffgl. der Dynamik. Man spricht deshalb gewöhnlich von der Hamilton- 
Jacobischen Methode, eine Bezeichnung, deren Unrichtigkeit Lie später einmal 
betont: Math. Ann. Bd. VIII, S. 215, 1874 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Einl.). 
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8.7, 2. 4—1 v.u. Das folgt aus den in Satz 1 und 2 angegebenen Eigen- 
schaften der Charakteristiken und der char. Kongruenzen. Diese sind ja durch die 
betreffenden Eigenschaften vollständig definiert. Vgl. S. 599. 

8.8, 2.8—18. Aus de— Zp,dx, = 0 folgt durch die Substitution 


GT TER 2-1 Poa-17 HPu-: 
1...n-3 
die Gleichung: ds — Dp,de,— r,_, de,_, =. 
| i 
Man hat also aus den vier@Gl. F=0,5=0,2,_,=—ax,_1P,_ı=P,_1— “Pu _2 


die Größen &,_9, P,„_1, P„_, Zu eliminieren und erhält die Diffgl. y(«) = 0 in 
2, %y +, ug &,_ı aufgelöst nach p/ _,. Voraussetzung ist, daß die Auflösungen 
der Gleichungen F=0, %=0 nach p,_n P 
gulär verhalten. Vgl. Abh. XV, S. 208—210. 
Nicht ohne Grund ersetzt Lie das Büschel x«,_,=«, dessen Achse im Un- 
endlichen liegt, durch das Büschel 2,_,+«2x,_,=0. Die im Text angegebenen 
Konstruktionen sind nämlich nicht immer ausführbar, wenn die Achse unendlich 
fern is. Es müssen dazu gewisse Voraussetzungen über das Gleichungssystem 
F=0, %=0 erfüllt sein, die der vorhin erwähnten bei Benutzung des Büschels 
%&,_g + &X,_, > 0 entsprechen, die aber weniger einfach auszusprechen sind. 

S. 10, Z. 11—9 v.v. Clebsch sagt auf S. 193 von Abh. II: „Die Ausdehnung 
dieser Methode [der neuen Jacobischen] auf das Pfaffsche Problem in seiner 
ganzen Allgemeinheit ... ist der Gegenstand der vorliegenden Abhandlung.“ Betr. 
Weiler s. dessen Abh. I u. II. 

8.10, 2.6, 5 v. u. Vgl. jedoch Abh.V, S. 27, 2.4v.u. — 28, Z.1v.o. und 
Abh. XI, S. 127f., Abh. XXI, S. 320, 352, 354. In einem in Berlin geschriebenen 
Briefe, den A. Mayer in Leipzig am 1. 11. 1872 erhalten hat, sagt Lie: 

„In diesem Augenblicke finde ich, daß meine Integrationsmethode sich auf 
das Pfaffsche Problem erweitert. Nimmt man seinen Ausgangspunkt in der letzten 
Arbeit hierüber von Clebsch, so ist dies Alles selbstverständlich. Ich verstehe 
nicht, daß ich dies Alles nicht früher bemerkt habe.“ 

Lie denkt hierbei an Clebschs Abh. IV, Crelle Bd. 65. 

Die Cauchysche Methode verlangt die vollständige Integration eines einzigen 
sim. Systems und ist daher nicht auf das Pfaffsche Problem übertragbar. Die 
Liesche Methode dagegen verlangt für eine Reihe von part. Diffgl. 1. O. die Auf- 
findung je eines Integrals des zugehöriger sim. Systems der Charakteristiken. Beim 
allgemeinen Pfaffschen Problem hat man ebenso z. B. nach der von A. Mayer 
verbesserten Methode von Clebsch (vgl. hier Abh. IV, S. 16f.) für eine Reihe von 
simultanen Systemen je ein Integral aufzusuchen, und die Ordnungen der erforder- 
lichen Integrationsoperationen stimmen mit denen überein, welche die Liesche 
Methode für den besonderen Fall der part. Diffgl. 1. O. verlangt. Darauf beruht es, 
daß die Liesche Methode auch auf das Pfaffsche Problem übertragbar ist, was 
Lie in Abh. XI und XXI wirklich ausgeführt hat. 

S. 10, 2.3, 2 v.u. Vgl. hier Abh. III, S. 15 und Abh. XV. 


g Sich fürz, „=x,_,—=0 re- 


Ban 


Zu Abhandlung Ill, S. 12—15. 


S. 12, Z. 21—20 v.u. In der schon auf $. 599 erwähnten Niederschrift über 
seine Erweiterung der Cauchyschen Methode erklärt Lie, daß Clebsch mit Un- 
recht die in der vorliegenden Abhandlung angedeutete neue Methode als eine neue 
„Modifikation“ der Lagrange-Jacobischen bezeichnet habe. Lie fügt hinzu, seine 
Integrationstheorien ständen eben der Cauchyschen Methode ebenso nahe wie der 
Jacobischen; sie umfaßten beide als spezielle Fälle. 

40* 
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S. 12, Z. 14—11 v. u. Es ist die Abh. IV von A. Mayer. 

S. 12, Z. 11—9 v.u. Mayer, Abh. III. 

S. 13, 2.2, 1 v.u. Vgl. jedoch hier Abh. IV, S. 17, 2. 4—1 v.u. 

S. 13, Z. 4ff. Vgl. die Anm. zu 8.5, 2. 6—1v. u., 8. 626. 

S. 14, Z. 19—9 v. u. Vgl. Abh. II, S. 6 und Abh. XII, Nr. 2, S. 152—155. 
S. 14, 2.2, 1v.u. Vgl.S. 1,2.6v.u. — .S. 2, Z. 5 und die Anm. dazu. 
S. 15, 2. 8—1 v.u. Es ist die $. 588, Z. 17 ff. angeführte Meddelelse Nr. 4. 


Zu Abhandlung IV, S. 16-26. 


Diese Arbeit hat F. Klein redigiert, während sich Lie bei ihm in Erlangen 
aufbielt (vom 2. 10. bis 23. 10. 1872). 

S. 16, Z.8f. A. Mayer, Abh. III und IV. 

S. 16, 2. 3—1v.u. Gemeint ist F. Kleins Erlanger Programm, vgl. S. 588. 

S. 17, 2.1. Die Benennung „unbeschränkt integrabel“ rührt von A, Mayer 
her; s. dessen Abh. IV, Math. Ann. V, S. 451. 

8. 17, 2. 3—1 v. u. P. Du Bois Reymond: Über die Integration lineärer 
totaler Diffgleich., denen durch ein Integral Genüge geschieht. Crelle Bd. 70, 
S. 299—314 (1869). Der Fall dreier Veränderlicher ist übrigens schon behandelt in 
dem Buche: Beiträge zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen, Heft I, 
Leipzig 1864. 

S. 17, Z. 4—86. Vgl. Abh. II, S.7, 2.12 v.u. — 8.8, 2.7v.u. und Abh. XV, 
5.2, 8. ııf. 

S. 17, 2.6—8. Lie bezeichnet diesen Satz später immer als das „Mayersche 
Theorem“ (vgl. hier Abh. VII, S. 33, Anm.). 

Setzt man den Satz voraus, daß jede Gleichung von der Form 


1: 
0 > 0 
+ ’ a, 


deren Koeffizienten sich für © = a regulär verhalten, n Hauptlösungen u, (z, X,,. - - %,) 
(=1,...,n) besitzt, die sich für —=a auf z,=1,..., n) reduzieren und durch 
die sich jede andre Lösung ausdrücken läßt (vgl. hier Abh. XI, $ 1, S. 128—130), 
so kann man Mayers Entwicklungen in etwas veränderter Form folgendermaßen 
darstellen: | 

Dem totalen Systeme: 


1..m 
(1) dan De mr x) dx, (j=1,...,n-m) 
: | 
entspricht das System von lin. part. Diffgl. 
af 1..n-m af 
2 = — u ——- = 0 =1,...,M). 
m er +2 nmtjöz,,, ah in 
Ist (1) unbeschränkt integrabel, erfüllt es also die Integrabilitätsbedingungen 
(3) 4, (&, m +5) — A, CA “+ =0 (vkel,...,m;j=1,..,n-m), 
so ist 
(4) 4,A)=4 AN) — 4ANMN)=!0 (k=1,...,m), 


also ist (2) ein m-gliedriges vollständiges System. 
Macht man die Substitution 
(5) x. = 2° + ,t (kl... m) 


wo die &, „+3 sich für z,—=z (k=1,..., m) regulär verhalten, und deutet man 
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diese Substitution durch Einschließen in eckige Klammern an, so verwandelt sich, 
wenn man die A, und t als veränderlich betrachtet, (1) in 


ee ° ee 
(1) da, = 32h [&n4) + Ztfe my) dm Gehe un-m. 
k k 


Hier sind, wie man sich leicht überzeugt, die Integrabilitätsbed. wieder erfüllt, also 
ist für das zugehörige re 


.n—-mi. 
20-264 >> I Bun+ lg 
(2) | .,n— m 
B{f)= Zn Ile le (k=1,...,m) 
\ 
ebenfalls we (B, ER (,k=1,..:., 0) 
Statt das ganze System (1”) zu integrieren, braucht man nun bloß das simultane 
System nn Ä 
du ,; i 
en. > hr [%, m+;] (=1,..,n-m) 
k 
oder die äquivalente eg B(f)=0 zu integrieren. 
In der Tat: sind A,,...‚ Am, Umz+jlbAır-zAmı Zmtir nn) (Jeels...,n—m) 


die Hauptlösungen von BN)=0, die sich für = 0 auf A,, ..., Amy Emtir +++, In 
reduzieren, so ist wegen (BB,)=0: 


0=B(B,(u, 4) — Bu (Bun 42) B (Blum): 
also ist B,(u,,,,) wieder eine Lösung von B(f)= 0 und läßt sich durch A,,...A,,, 
.,%, allein ausdrücken: 


B,(u m+3) = Pr; (Ms hr Umyı ren u„)- 
Macht man hier die Substitution t= 0, so erhält man links Null, also verschwindet 
auch die rechte Seite, die die Form 9,, (Ayyeeen Amı Lmgaırn %,) annimmt, iden- 
tisch. Mithin ist B, (U,, + „Eı und es sind u, En u, zugleich die Haupt- 
lösungen von (2’) in bezug auf t= 0,4, =4,,.::.,}., = %,, wo die a, beliebig wähl- 
bar sind. Da überdies aus (2’) folgt: 


Un+1'' 


so enthalten die Lösungen von (2’) t und A, nur in den Verbindungen A, t,..., Ant, 
und man erhält daher m... (5) sofort die Lösungen von (2) und durch Auflösung 
der Gleichungen u,, m+j = 4; ie Integrale von (1). 

Dieses Ergebnis hatte auch Lie mit Hilfe seiner Methode erhalten (vgl. hier 
Abh. XXI, $ 4, 8. 331—834). Nun aber kommt das, was bei Mayer für Lie neu war. 


Beweis des Mayerschen Theorems. 


Man habe irgend eine nicht von &,,, 1» ++, %, freie Lösung y,(t,A, ..., A,,, 
Kun +17°°,%,) von B(f}=0 gefunden. Dann ist, wie wir wissen, auch B,(%,) 
eine Lösung von B(f) = 0, ebenso B,(B,(y,)) und so weiter. Bilden wir diese Aus- 
drücke, so können wir immer !>1 solche Lösungen %,, ..., %, von B(f)=0 her- 
stellen, daß erstens zwischen %,,..., %, und A,,...,A, keine Relation besteht, und 


daß zweitens B,(%, )=®,.( en Ans Yırcııı Y,) k=1,...,mjiu=l,.. ıi) 
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wird, so daß also die Operationen B,(f) aus %,,..., %, keine neuen Lösungen von 
B(f) = 0 mehr liefern. 


Als Lösungen von B(f)=0 können %,,...,%; durch A,,..., A, und durch 


die andern, noch unbekannten Hauptlösungen Umyis::, 4, Ausgedrückt werden: 
v, CL /TERER Ar Imgrer %,) u (0, Aocon Ans Ur) Weheud), 
und es ist klar, daß dies die einzigen Relationen zwischen %,,...,%, Ay ..., Ay, 
Uy+1:,%, sind. Denken wir uns diese Gleichungen, was immer möglich ist, 
nach ? von deh U; aufgelöst: 

Unyu=0, (Unzı+n or ler Aga nee han Yar ces %,) nie1,....,Dd, 


so ist die rechte Seite ebenso wie die linke eine Lösung von (2’), also wird 


20 50 
B,(,) = Er yo Prela ren im dar 0. 


Weil aber zwischen %,,...,%3 Ay zz cn Ay Um Firmen u, offenbar keine Relation 
bestehen kann, so ist B,(0,) an sich identisch Null, auch ohne daß man für die 
u, und 7 die betreffenden Funktionen einsetzt. Demnach sind 


6, (Em+ı+1 ern ln Ay enen ds Bar sei Y)) (w=l,...,) 

unabhängige Lösungen von (2°), welche Werte auch die Konstanten c, haben mögen. 
Da man, wenn %, gefunden ist, die 0, durch Differentiation und Elimination 

herstellen kann, so liefert also jede von x, +17 +++, %, nicht freie Lösung von 

B(f)=0 te eine Lösung von (2), und das ist das Mayersche Theorem. 

S. 17, 2.9—12. s. A. Mayer, Abk. IV, Math. Ann. Bd. V, S. 466-468. Die 

neue Jacobische Methode s. Jacobi, Abh. VI; vgl. ferner Clebsch, Abh. III, 

Crelle 61, S. 153, Abh. IV, Crelle 65, S. 266. 

.17, 2. 13-17. Hier Abh. II, S. 7f. 

. 17, Z. 22—24. Vgl. jedoch die Anm. zu Abh. II, S. 10, 2.6,5 v.u. 

. 17, 2. 9—6 v. u., 18, 2. 1—4. A. Mayer, Abh. IV, Math. Ann. V, S. 448f. 

.18, 2. 5—8. Die Abh. I—-III von Darboux. 

.18, 2. 12—5 v. u. Vgl. Abh. IX, S. 100. 

‚18, .4v.u. — 19, 2.3. Vgl. Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, S. 121—139, 

Werke V, S. 128—147, ferner Abh. VII, 842: Dynamik, 1. Ausg., S. 468-470, WerkeV, 

S. 393—395. 

S. 19, Z. 10—13. Vgl. hier Abh. IX, 8. 100. Lie denkt wohl besonders an 
Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, 8. 139, Z. 3—1 v. u. Werke V, 8. 147, 2. 3—1 v. u. 
Jacobi betrachtet seine Transformationen immer nur angewandt auf eine vorgelegte 
Diffgl. Es ist nirgends zu erkennen, daß er sich bewußt war, es mit einer Trans- 
formation in den Größen z, &,,-.., Ems Piy +: Dm ZU tun zu haben, die unabhängig 
von der zu transformierenden Difgl. einen Sinn hat. Daher kann man nicht sagen, 
daß Jacobi diese Auffassung in die Wissenschaft eingeführt habe, selbst wenn er 
sie besessen haben sollte. 

S. 19, 2.16, 15 v.u., 2.3—1 v. u. Vgl. Abh. I, S. 1, 2 9—7 v.u., Abh. II, 
S. 6, Z. 21—18 v. u. und die Anm. $. 603ff. In der hier gegebenen Fassung ist die 
Invarianz der Involutionsbeziehung gegenüber B.T. begrifflich klar. Die Invarianz 
der analytischen Involutionsbeziehung [FF] = 0 beweist Lie erst in Abh. IX, S. 112. 

S. 19, Z. 11, 10 v.u. Clebsch, Über ein neues Grundgebilde der analytischen 
Geometrie der Ebene, Gött. Nachr. Nr. 22 vom 18. 9. 1872, S. 429—444. 

S. 19, 2. 9—-8 v. u. Erschienen 1872. 

8. 20, 2.15 — S. 21, 2.7. Vgl. Abh. XII, S. 150—155, wo man nur u =2, 
n;,=— 2,7%, zu setzen und dann x, wegzulassen hat. 
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S. 21, 2. 8—18. Vgl. Abh. XII, S. 155 f. und 163, ferner 8. 591f. 

S. 21, 2. 15—11 v. u. In einem Briefe, den A. Mayer am 4. 5. 1875 erhalten 
hat, schreibt Lie: 

„Nur die eine Darbouxsche Note (Sie sprechen ja über 2?) ist nach Christiania 
empfangen. Allerdings hat Darboux auch mir sie nicht geschickt. Daß die Jacobi- 
Hamiltonsche Theorie sich direkt (d. h. ohne Ihre schöne Theorie) !) durchführen 
läßt, ist mir längst bekannt. Dies beruht in der Tat auf meiner Erweiterung des 
Begriffs vollständige Lösung. Ich muß Sie auf folgendes erinnern. In Göttingen 1872 
gab ich Ihnen eine analytische Formulierung meiner neuen Methode. Hierbei kam 
die vollständige Lösung durch eine Elimination. Sie machten die Einwendung, daß 
man unter Umständen mehrere Relationen zwischen den x und a erhalten könnte. 
Hierzu antwortete ich, daß dies nichts echadete, da eine vollständige Lösung durch 
mehrere Gleichungen definiert werden könnte. Ich habe immer festgehalten, daß 
diese Formulierung, die eine direkte Übersetzung meiner Christiania-Note 1872 ?) ist, 
stringent ist. Um dies alles zu erklären, hielt ich es für hinlänglich, meine Note 
vom Oktbr. 1872°) zu schreiben.“ 

„. +»... Für einen Synthetiker ist die Sache wiederholt bei mir angegeben. So 
brauche ich z. B. Gött. Nachr. 19. Juni 1872, pg. 325, 326 [hier S. 14 f.] die Worte 
Integral-Mannigfaltigkeiten und Integrale, um Lösungen zu bezeichnen, die durch 
eine oder mehrere Gleichungen definiert werden.“ 

8.21, 2.10 v.u. — 22, 2.6. Die Gleichungen f, = 0, f,=0,92,=9,(i=1,2, 3) 
haben, wenn man df, =0, df, =0 hinzunimmt, zur Folge: 


Baur FREE] Trac 
Era 73 


sie stellen also, wenn man A eliminiert, .00° Scharen von je o0° Elementen dar, und 
je zwei unendlich benachbarte Elemente jeder solchen Schar liegen vereinigt. Diese 
00° Scharen bilden daher eine vollständige Lösung der durch Elimination von A, 
@,, @,, a, entstehenden Differentialgleichung. 

8.22, Z.7v.o.— 5v.u. Diese Vorschriften sind nicht richtig. Man erkennt das 
schon daraus, daß dabei die Gleichungen f,=0, f,=U selbst gar nicht verwendet 
werden. Denkt man sich diese Gleichungen aufgelöst: 2 — fı (&, 23 , 4,9% ,9) = 0, 
% — fs =0, so findet man, daß Q—=0 ($. 22, Z. 6 v. u.) überhaupt nur x, und ®, 
enthält! Es liegt hier offenbar ein Versehen vor, das bei der Redaktion herein- 
gekommen ist. 

In Wahrheit verhält sich die Sache so: Aus den 00° vorhin erwähnten Scharen 
von je 00° Elementen scheidet Lie durch die Gleichung % (a,, 2,,4,)=0 00” aus, 
und nun muß man jedesmal auf der Schar a,, a,, a, alle Elemente aufsuchen, die 
mit unendlich benachbarten Elementen jeder unendlich benachbarten Schar a, + da,, 
wo dv =0 ist, vereinigt liegen. Man muß also zu den Gleichungen f, = 0, f, =, 
P%=9;, %= 0 die Gleichungen df, —=0,...., dy= 0 hinzufügen, indem man alle 
vorkommenden Größen als veränderlich betrachtet, und muß die Bedingungen dafür 
aufstellen, daß aus diesen Gleichungen folgt: d2e— Zp,dz,=0, während die da, 
nur der Beschränkung dy = 0 unterworfen sind. Berücksichtigt man (1), wo die a, 


1) [A. Mayer hatte 1871 in der Abh. I, Math. Ann. III, S.435 die Jacobische 
Theorie (Jacobi, Abh. Ill) so umgestaltet, daß auch gewisse bei Jacobi unerledigte 
Ausnahmefälle mit umfaßt wurden. Darboux hatte später in den Comptes Rendus 
gezeigt, daß dasselbe Ziel auch auf anderm Wege erreicht werden kann, indem man, 
um mit Lie zu reden, die Jacobi-Hamiltonsche Theorie direkt durchführt. 
C. R. Bd. 79, S. 1448 f. (1874), Bd. 80, $. 160—164; wiederabgedruckt Bull. d. Se. 
Math. VIII, 8. 249 —255 (1875).] 

2) [Hier Abh. IT.] 3) [Die vorliegende Abh. IV.) 
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noch als konstant betrachtet wurden, so erhält man zwischen den da, die beiden 


Relationen: 
25 da + ga db. pr da, EM 


von denen die erste eine Folge der zweiten sein muß. Es bleibt also 


„oh, eh 2,2%. „Ih _9»,0».0% 


da, da, Hier da, da, % da, da, da, dm, 

Eliminiert man mit Hilfe dieser zwei Gleichungen a,,a,,a, und? as \—=0, ,—=0, 
P;=9ı d%=0. so erhält man vier Gleichungen zwischen z, x,, p;, also eine Schar 
von 00° Elementen, von denen je zwei unendlich benachbarte vereinigt liegen. Das 
ist die nette Lösung. Eliminiert man a,,@,,0,, 4 as /=0, ,=0, y=0 und (2), 
so erhält man eine Gleichung zwischen 2, &,, &%,, &%,, die die neue Lösung als 
Punktmannigfaltigkeit darstellt. Gelegentlich kann aber diese letzte Elimination auch 
zwei oder noch mehr Gleichungen ergeben. 

Man vgl. hierzu Abh. XII, S. 163—165. Auch sei eine Stelle aus einem Briefe 
an A. Mayer angeführt, den Lie am 11.1. 1873 aus Kristiania geschrieben hat 
und in dem er einige Fragen Mayers beantwortet: 

„Sei vorgelegt eine Gleichung 


F (2, &,, % 3% 3 Pır Pa» Ps) = 0. 
Es besitze dieselbe eine vollständige Lösung der Form 


@) u Ari 


Pie, 2 2, 2 0,0, )=0, Pla...) 0, 
die gefunden sein soll. Wünscht man alsdann die Integrale des simultanen Systems 


dF dF 
dx,:da,:da,:dz:dp,:dp,: mr a ee a (= +P 37): 
so stelle man auf: 


af ge: = Fr ns af dp dp dy dp ‚dp dp 
de, 1 +2 te dat? Piq ar Po da, da, ' "da, da, TD 
ne 2, 3). 
Diese vier Gleichungen!) zusammen mit 
f= 0, 9—=0 


(welche sechs Gleichungen sich auf fünf reduzieren) *) sind die gesuchten Integrale; 
die Integrationskonstanten sind: FR ER 
„Ist eine Gleichung F (2, TB -ı) =( 


vorgelegt, so ist es immer möglich, analytische Merkmale aufzustellen, um a priori 
zu entscheiden, in welche unter meinen Klassen (oder unter weiteren Klassen) F—= 0 
gehört. Ich habe diese Sachen gar nicht weiter verfolgt. Soviel glaube ich indes 
schon behaupten zu können, daß die betreffenden Kennzeichen in jedem Falle in 
zwei Kategorien sich teilen. Bei den Bedingungsgleichungen der ersten Kategorie 
sind 2, &,, &,, x, Konstanten, das heißt: in diesen Gleichungen finden sich keine 
Differentiationen hinsichtlich z, x,, &,, &,. Die Gleichungen der zweiten Kategorie 
drücken aus, daß gewisse totale Systeme unbeschränkt integrabel sind.“ 

„Was ich hier sage, ist unklar, und ohnedies ist es nicht komplett.“ 

8. 22, 2.2 v.u.— 23, 2.6. Vgl. A. Mayer, Abh. V und Abh. I. Mayer war 
mit der Fassung dieser Bemerkung nicht zufrieden und schrieb am 15.12.1872 an Lie: 


[1) Es sind das die Gleichungen der Mannigfaltigkeiten von Elementen, die 
Lie in Abh. XII, 8. 164 mit P bezeichnet (vgl. 8. 166).] 

[2) Lie denkt daran, daß aus den sechs Gleichungen die Gleichung F= 0 
folgt, daß also nur fünf von ihnen neu sind.] 
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„Dieser Passus kann zu dem Mißverständniss Anlaß geben, als ob meine Regeln 
ebenso wie die Jacobischen nicht in allen Fällen die Aufgabe lösten, aus der voll- 
ständigen Lösung der einen partiellen Differentialgleichung eine vollständige Lösung 
der andern abzuleiten. Diese Aufgabe aber wird eben durch die Sätze 4 und 5 
meiner Note [in den Gött. Nachr.] ganz allgemein gelöst für die besonderen Trans- 
formationen, die ich dort betrachte. Sie wollen jedenfalls auch nur sagen, daß meine 
Regeln sich nur auf spezielle Arten von Berührungstransformationen beziehen.“ 

Lie antwortete am 19. 12. 1872: „Ihre Bemerkung über die Stelle in meiner 
letzten Note ist natürlich korrekt, und es soll verbessert werden.“ Das hat er in 
der Tat in den Math. Ann. VIII, S. 243 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 7, Nr. 17) aus- 
geführt. 

S. 23, Z. 11—17. Man erhält diese Gleichung, wenn man die Funktional- 
determinante der B.T. gleich Null setzt. Im R, liefert jede nicht lineare partielle 
Differentialgleichung 1. O. eine solche B.T., die nämlich, bei der die oo°® charak- 
teristischen Kurven der Gleichung in die Punkte übergehen, denn bei dieser gehen 
die oo! Elemente jedes charakteristischen Streifens in ein einziges Element über. 
Vgl. Lie, Leipz. Ber. 1897, S. 704—726 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, $ 2). 

S. 24, Z.2f. Es tritt nicht genügend hervor, daß diese Forderung eine Be- 
schränkung ist, daß im Folgenden der dritte Fall nur zum Teil erledigt wird. Gibt 
es unendlich viele vollständige Lösungen, die aus je 00° Mannigfaltigkeiten zweiter 
Dimension bestehen, so ist das Integrationsproblem auch auf ein simultanes System 
in vier Veränderlichen zurückführbar. 

Die Frage nach partiellen Diffgl. 1.0. im R, mit vollständigen Lösungen von 
je 00° Punktmannigfaltigkeiten zweiter Dimension hat zuerst A. V, Bäcklund aus- 
führlich behandelt: „Zur Theorie der part. Diffgl. 1. 0.“, Math. Ann. XVII, S. 285 
bis 314 (1881). Lie selbst hat allgemeine Untersuch. darüber erst 1898 in den Leipz. 
Ber., S. 114—144 veröffentlicht (d. Ausg. Bd. IV, Abh. XI, Kap. 1). Aber weder 
Bäcklund noch Lie geht näher auf die Kriterien ein, an denen man erkennen 
kann, ob bei einer vorgelegten Diffgl. dieser Fall eintritt; Lie spricht nur von ge- 
wissen Integrabilitätsbedingungen (vgl. hier S. 24, Z. 10, 9 v. u. und die vorhin 
angeführte Briefstelle). Mit der Aufstellung dieser Kriterien beschäftigen sich: 
W. Steingräber, Über part. Diffgl. 1. 0. im R,, Diss. Greifswald 1906, und 
Ziemke, Über part. Diffgl. 1. O. mit Integralvereinen, die als Punktmannigfaltig- 
keiten zweifach ausgedehnt sind, Diss. Greifswald 1909. 

S. 24, 2.15 — 8. 25, 2.7. Die Gl. 9, =f(&,, % 5 &% , 2, P1, 2,) habe eine voll- 
ständige Lösung von der Form: 


zu fı (8; qa,, As, 4,) u =h(%, Tg, Ay, As, as) 


@) Nah 0:06 ae eh 


(vgl. Abh. XII, S. 150f.), so daß also aus (1) durch Elimination von a,,a,, a, die 
Gleichung p, = f hervorgeht. Setzen wir nun 


(2) \=o(2, I, %g, Kg, Ay, As, a,) 


und wählen wir o so, daß die Gl.z=f,, %, =f,, =» nach a,, a,, a, auflösbar 
sind, so erhalten wir zwei Gl. 

(3) PR = PP, 2, lt, A)+X-Pı 2, =U+®.9 

aus denen durch Elimination von A die Gl. p, = f entsteht. Die Größe A ist der 
Parameter, der bei festgehaltenen z, x; die von Lie erwähnten oo! Büschel be- 
stimmt, in die die durch den Punkt z, x, gehenden Elemente der Gl. p, = f angeordnet 
werden können. Deutet man 9,, 2,, ?, als Ebenenkoordinaten im R,, so stellt (3) 
die Erzeugenden der geradlinigen Fläche dar, die durch p, = f bestimmt wird. Man 
kann daher, auch wenn nur die Gl. 9, =f, nicht die vollständige Lösung (1) ge- 
geben ist, p, = durch zwei Gl. von der Form (3) ersetzen, wobei allerdings der 
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Parameter X insofern unbestimmt ist, als ınan eine beliebige Funktion von 4,2, 2,,2,,%, 
als neues A einführen kann. Von dieser Unbestimmtheit abgesehen, ist die Darstellung 
(3) im allgemeinen nur auf eine Art möglich; nur wenn 9, =fim R, eine Fläche 
zweiten Grades darstellt, kommt noch eine zweite Darstellung (3) in Frage. 

Es sei (3) eine Darstellung der Gl. p, = f, die zu einer noch unbekannten 


vollst. Lös. (1) gehört. Ist diese vollst. Lös. in einer Schar von 00” (n>3) zwei- 
fach ausgedehnten Lös. enthalten: 


| 2=F, (,, 25,4, N ee 
(4) ir le A OS 
| 08 OR WERT di 190,° 


so bestimmt diese in jedem Punkte z, x, dieselbe Zerlegung der zugehörigen oo? 
Elemente von p, =f in oo! Büschel wie die Gleichungen (3), es wird also A eine 
Funktion von 2, %,, %, X, As :..,@,. Ist dagegen (2) eine isolierte Schar von 
zweifach ausgedehnten Lösungen, die in keiner solchen Schar von 0" (n>3) ent- 
halten ist, so muß sich A durch einen Ausdruck von der Form (2) darstellen lassen. 
Benutzt man dann, wie es offenbar möglich ist, die Größen 2, x,, &., &,, ?,, 4 als 
Koordinaten für die 00° Elemente der Gl. p, =f, so wird die vollständige Lösung 
(1) in diesen Koordinaten durch drei Gl. von der Form 

(5) = D,(2, X, &er Xp, A) (k=1,2,3) 
dargestellt. 


In den ursprünglichen Koordinaten erscheint die vollst. Lösung (1) in der Form 
vs» =f = Fl %r &ı X Pır Pe) (k=1, 2,3), 
und da alle diese Lösungen von charakteristischen Streifen erzeugt sind (Abh. XII, 


S. 167), so sind die #, =, Integralgleichungen des simultanen Systems, das die 
char. Streifen definiert und das durch Weglassung von », = f die Form 


da,:da,:da,:d2e:dp: dad = —f,:— ht: fm, Pl: t Af:fz, + Pal, 
annimmt. Drückt man hier vermöge (3) p, durch x,, &%, %,, 2, ?,, 4 aus, so erhält 
man ein simultanes System, von dem ®,=.a, drei Integralgleichungen sind. Da 
aber dieses System von Integralgleichungen nur z, &,, 2,, &%,, 4 enthält und als 
solches isoliert ist, so müssen die Gleichungen d®,—= 0 auf algebraischem Wege 
aus dem simultanen System folgen, das heißt, indem man dp, wegläßt und p, 
eliminiert. Daß man auf diesem Wege drei lineare totale Gleichungen in 2, %,, X, , %, 
und % erhält und daß diese drei ein unbeschränkt integrables System bilden, das 
ist das Kennzeichen dafür, daß zu der Darstellung (3) der Gl. p, =f eine isolierte 
vollständige Lösung (1) gehört. Damit sind wir aber gerade auf das von Lie be- 
schriebene Verfahren geführt worden. 

Bequemer kommt man so zum Ziele: Nach (1) und (3) muß sein: 

02 02 0x, 0 _ 

rd Er 02, © k> PR? D. 
Da z, &,, bestimmte Funktionen von &,, &,, Q,, @,, a, werden und nicht mehr als 
drei willkürliche Konstanten enthalten dürfen, so müssen sich aus (6) durch Bildung 
der Integrabilitätsbedingungen die Ableitungen von A nach x, und x, als Funktionen 
von 2, &%,, 2, %,, & bestimmen lassen, und das ganze so entstandene System mub 
unbeschränkt integrabel sein. Erhält man durch Bildung der Integrabilitätsbed. die 
Ableitungen von A bestimmt, aber kein unbeschränkt integrables System, so ist das 
ein Zeichen, daß es keine vollständige Lösung (1) gibt, die zu (3) gehört; dasselbe 
gilt, wenn man eine endliche Gleichung zwischen 2, &,, %, , X, 4 ‚erhält. Bekommt 
man bloß eine Diffgl. für A, so gibt es unendlich viele vollständige Lösungen (1), 
die zu (3) gehören. i 

S. 25, Z.4—1 v. u. Ist das vorhin besprochene totale System in 2,2, 24, %5, 1. 
beschränkt integrabel, ist also die Zahl seiner Integrale nicht drei, sondern bloß 
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zwei oder eins, so kommt deren Bestimmung auf die Integration eines dreigliedrigen 
(viergliedrigen) vollständigen Systems in fünf Veränderlichen hinaus, also nach den 
Methoden von A.Mayer und Lie (vgl. S.628f.) auf die Integration eines simultanen 
Systems in drei (zwei) Veränderlichen. Die betreffenden Integrale befriedigen dann 
zugleich das simultane System der Charakteristiken, dessen Integration auf diese 
Weise vereinfacht wird. 

S. 25, Z. 13-21. Die charakteristischen Streifen von f=0 sind ja durch die 
Lösungen der Gleichung [/F'] = 0 bestimmt. Wenn [fp] = 0 ist vermöge f == 0, so 
liegt g mit f= 0 in Involution, und es ist für jedes a die durch =0,=a be- 
stimmte Schar von Elementen von char. Streifen von /=0 erzeugt (vgl. $. 606). 
Alle 9=a, die mit allen Gleichungen / =0,..., f,—=0 in Involution liegen, be- 
stimmen daher die charakteristischen Mannigfaltigkeiten des Systems f, = 0,..., fp= 0 
(vgl. Abh. III, S. 15 und S. 603—609, wo der Fall p= 2 durchgeführt ist). 

S. 25, 2.9, 8 v. u. Vgl. Abh. II, S. 7£. 

S. 25, 2.8 v.u. — 26, 2.5. Vgl. Ja@obi, Abh. VI, Crelle Bd. 60, $ 18— 

8. 23—28, Werke V, S. 26—32. Jacobi betrachtet da zwei von z freie, nach p; und 
p, aufgelöste Gleichungen 


Pr — Pr 0 Par HD) E0, DE — Pr (Ar ar Par HD) 0, 
für de (9, — 9, Pr —9P)= 0 ist, und sucht die gemeinsamen Lösungen von 
(9 — 9: N=9, (PR —9,f)=0. Kennt man eine Funktion y, von &,...., &, 


Dr A BE die m = Ps X) = 0 ist, so sind nach dem Poisson-Jacobischen 
Satze (wel. Abh. VII, S. 37) auch 


MP ı)=Mr (Pr Ps l)=lsı--- 
Lösungen von (2, — 9,,f)=0. Da es nun solcher Lösungen 2n — 3 gibt, unter 
denen eine, nämlich /= x,, von vornherein bekannt ist, so gibt es ein!<2n —4 
derart, daß y,,, durch &, und die vorhergehenden Funktionen y,,...,x, ausgedrückt 
werden kann, während das für y,,, nicht geht, wenn A<T/ ist. Zur Bestimmung 
einer gemeinsamen Lösung hat man daher nur eine Funktion f von 2,,%,.. .,%; zu 
suchen, für die 


ofı Bi of of 
ae Fre BR +2 Mur, le weh a. a 0 
wird; man hat also eine Be Diffgl. Iter TE zu integrieren. Der un- 
günstigste Fall ist für Jacobi: = 2n — 4, dann aber sind alle Lösungen von 


P, — 9, = 0 bekannt, also diese Gleichung vollständig integriert. 
Man vgl. hierzu Lie, Math. Ann. IX, S. 291—293 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. II, 
Note 2 am Schlusse). 


Zu Abhandlung V S. 27—28. 


S. 27, Z. 10—13. Über die Verallgemeinerung des Indikatrixbegriffes vgl. 
Leipz. Ber. 1895, S. 69 f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX, Schluß von Kap. 1). Schon 
Graßmann hat in der Nr. 501 seiner Ausdehnungslehre von 1862 bemerkt, daß 
jedes System von partiellen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung auf ein 
System von Pfaffschen Gleichungen zurückgeführt werden kann (Gesammelte Werke 
Bad. II, S. 342—345, Leipzig 1896). 

S. 27, Z. 14—18. Lie denkt hier selbstverständlich an die in der Abh. IV, 
S. 23—25 erwähnte Klassifikation. Über die entsprechende Klassifikation von Glei- 
chungen höherer Ordnung finden sich nirgends Andeutungen, es handelt sich aber 
zweifellos um solche Untersuchungen, wie er sie in Abh. XXVII, S. 394—397 skizziert 
und in den Leipz. Ber. 1895, S. 61—89 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX, Kap. 1, $ 2, und 
Kap. 2) ausführlich dargestellt hat. Dort werden ja part. Diifgl. höherer Ordnung 
auf solche von 1. O. zurückgeführt, die gegenüber der Gruppe aller Punkttransfor- 
mationen ausgezeichnete Eigenschaften haben. 
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S. 27, Z. 3—1 v. u. Diese Frage hat später A. V. Bäcklund behandelt: „Über 
Flächentransformationen‘‘, Math. Ann. IX, S. 297—320 (1876). Eine Transformation 
anderer Art als die von Bäcklund betrachteten ist Bianchis Transformation der 
Flächen konstanter Krümmung, der hier die Abh. XXVII—XXX gewidmet sind. 
In der Arbeit „Zur Theorie der Flächentransformationen“, Ann. XIX, S. 387—422 
(1832) hat dann Bäcklund eine allgemeine Theorie dieser neuen Transformationen 
entwickelt. 

S. 27, Z.10, 9 v. u. Ausgeführt in Abh. XIV, S. 188—205. 

S! 27, Z. 9—6 v. u. Wie das zu verstehen ist, deutet Lie an Math. Ann. XXIV, 
S. 547, 1884 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. II, $ 2, Nr. 7). 

S. 27, 2.4 v. u. — 28, Z. 3. Ausgeführt in Abh. XI, S. 126—147, und XXI, 
S. 320—351. 

S. 28, Z. 4-7. Vgl. Math. Ann. VIII, S. 282 f., 1874 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 
8 20, Nr. 42). 

S. 28, Z.8f. Vgl. Abh. IV, 8. 19, Z. 18—4 v. u. 

S. 28, Z. 12. Math. Ann. V, 1872 (d. Ausg. Bd. II, Abh. ]J). 

S. 28, Z. 13—15. Auf solche Fragen ist Lie niemals wieder zurückgekommen. 


Zu Abhandlung VI, 8. 29—31. 


Die Andeutungen dieser Arbeit sind ausgeführt in Abh. VII, die der Note in 
Abh. VII. 

In einem, undatierten Briefe Lies, den A. Mayer am 15.12. 1872 beantwortet 
hat, heißt es: 

„Ich werde Ihnen bald eine kleine Note über verschiedene neue Sachen schicken. 
In diesen Tagen mache ich eben eine Theorie, die sehr merkwürdig scheint. Sie 
ist in gewissem Sinne eine Kombination mehrerer alter Theorien. Das Folgende ist 
eine Andeutung: 

„Sei vorgelegt F(x,,.. 5% Pıs+ ++» 27) = a, Ich kenne zwei solche Fkt. p, daß 
(Fy,)=0, (Fy,)=0. Dabei setze ich voraus, daß (p, 9,) = Const. nichts Neues 
gibt. Alsdann erfordert die Integration von F’' nur, daß man 


1 System aus 2n — 5 Gl. 
1 System aus 2» — 7 Gl. 


1 System aus 1 Gl. 


aufstellt und jedesmal ein Integral bestimmt.) Dieser Satz, der sich nach ver- 
schiedenen Seiten verallgemeinern läßt, vervollständigt in schöner Weise die alten 
Theorien. Die Detaillen habe ich übrigens noch nicht durchgearbeitet. Aber ganz 
verkehrt ist es nicht. 

„Meine Theorie beruht auf dem Mayerschen Theorem, dessen fundamentale 
Bedeutung ich mit jedem Tage besser begreife. 

In einem Briefe, den A. Mayer am 22.12.1872 erhalten hat, schreibt Lie weiter: 

„Was ich letztesmal schrieb, war natürlicherweise nicht korrekt. Nichtsdesto- 
weniger ist es sicher, daß ich ziemlich wichtige Entdeckungen gemacht habe. Es 
handelt sich darum, wenn eine Anzahl Gl. p, = Const., ..., 99 = Const. gefunden 


1) Man muß damit anfangen, eine Lösung des Systems (Ff)=0, (9, f) =, 
(p,f) = 0 aufzusuchen. Dieses hat 2n — 3 Lös., von denen man eine, nämlich f=F,, 
kennt, also hat man zunächst ein Integral eines sim. Syst. von 2n — 4 Gl. aufzusuchen, 
dann ein Integral eines Syst. von 2» — 6 Gl. usw. (vgl. Abh. VII, S. 56). Damit ist 
aber in Wahrheit nichts gewonnen, denn von der Gl. (F'f) = 0 kennt man drei Lös., 
die Aufsuchung einer vierten führt daher auf ein sim. Syst. derselben Ordn. Vgl. 
den nächsten Brief. A. d. H. | 
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sind, die mit einer vorgelegten in Inv. liegen: F(&,,...,2,)=0, alsdann F= 0 
in möglichst einfacher Weise zu integrieren. Meine Methoden vereinfachen dies 
Problem immer, wenn g>?2<n. Ist qg>n, so vereinfacht meine Theorie im All- 
gemeinen die Aufgabe. Man kann a priori entscheiden, ob der Ausnahmefall ein- 
tritt. Baldigst mehr hierüber.“ 

Und schon in einem Briefe vom 19. 12. 1872 teilt er die ganze Theorie von 
Abh. VI mit. 

S. 29, 2.8. Hier setzt Lie noch: 


1...% 
An, da; da, da, da, j 
(a; a,) > Kr dp, Öx, = ’ 
vgl. dagegen Abh. IX, S. 98. 

S. 29, Z. 11. Am 11. 3. 1873 schreibt A. Mayer an Lie: „Für Ihre Veröffent- 
lichungen möchte ich mir eine Bemerkung erlauben. Clebsch nämlich nennt voll- 
ständiges System, was Sie geschlossenes System nennen. Beide Bezeichnungen er- 
scheinen mir nun vollkommen gleichberechtigt. Da aber die eine einmal schon ein- 
geführt ist, so würde ich es vorziehen, an derselben auch festzuhalten.“ Lie hat 
seitdem immer die Bezeichnung „vollständiges System“ angewandt; vgl. z. B. Selbst- 
anzeige Vla, S. 31, 2.1; Abh. VII, S. 86, Z. 22 und 6, 5 v.u. Dagegen kommen 
S. 37, 2.6 v. u. noch einmal „geschlossene Systeme“ vor. 

S. 29, Z. 14—17. In Abh. VII benutzt Lie den Ausdruck „Gruppe“ ohne den 
Zusatz „geschlossene“. Später, als er die Theorie der Transformationsgruppen ent- 
wickelt hatte, unterschied er die hier betrachteten Gruppen von den Transformations- 
gruppen durch die Benennung „Funktionengruppen“, s. Archiv Bd. I, S. 184, 1876 
(d. Ausg. Bd. V, Abh. III, $ 10). 

S. 29, Z.2, 1 v. u. Vgl. Abh. VII, S. 64, Z. 3—1 v. u., Abh. XIX, S. 287—293. 

S. 29, Z. 6—4 v. u. Vgl. Abh. VII, S. 40 f., Nr. 4. 

S. 30, Z. 14. Vgl. Abh. XX, S. 317, Z. 13—15, und Leipz. Ber. 1896, S. 411f. 
(d. Ausg. Bd. VI, Abh. XXV am Schlusse). 

8. 30, Z. 17—20. Eine Gl. in 2,2,,.:,2%,_1> Pur --»2,_,, die z wirklich 
enthält, kann ja als eine Gl. in 0,, ..., 2» Pir - +, 2, geschrieben werden, die in 
den p» homogen ist. Die allgemeine Theorie der part. Diffgl. 1. O0. des R, kommt 
daher auf die Theorie der von z freien und in den p homogenen Gl. des R,,, 
hinaus, was zur Entwicklung der Theorie der homogenen Funktionengruppen führt. 
Vgl. Abh. VII. 

S. 30, Z2.10—8 v. u. Die von 2 freien Gl. in &,, .. ., Xu» Pır ++» 2, allein sind 
nach S. 615 dadurch gekennzeichnet, daß sie die inf. B.T. mit der char. Fkt. 1 ge- 
statten. Ist eine solche Gl. überdies in den p homogen, so gestattet sie die inf. Trf. 


1...n df 

>) öp, 
in den p allein oder, was auf dasselbe hinauskommt, die inf. B.T. mit der char. 
Fkt. z. Ebenso ist eine homogene Funktionengruppe (s. Abh. VIII) dadurch gekenn- 
zeichnet, daß mit der Funktion f stets zugleich auch Ep, F der Gruppe angehört 
(Th. d. Trfsgr. Bd. II, 8. 215, 1890). Eine homogene Funktionengruppe bleibt also 
auch bei den inf. B.T. mit den char. Fkt. 1 und z invariant. 

An diese besonderen Eigenschaften der in den p hom. Gl. in den x,p muß 

Lie hier gedacht haben !), nicht an die allen Gl. in den x, p gemeinsame Eigen- 
schaft, daß jede Lösung der Gl. (Ff)=0 mit einer inf. Trf. gleichbedeutend ist, 
bei der die Gl. inv. bleibt (s. Abh. XVIII, 8. 269— 271). 


1) Daß Lie die Stelle so verstanden hat, geht auch hervor aus dem Zitat in 
der Th. d. Trfsgr. Bd. II, S. 285 (Leipzig 1890). 
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Zu Abhandlung VII, 8. 32—63. 


In einem im März 1873 geschriebenen Briefe an A. Mayer heißt es: „Das 
Nachstehende schrieb ich Mitte Februar. Ich sehe, daß ich nicht dazu komme, etwas 
Ordentliches zusammenzuschreiben. Eine erste Abhandlung ist nun druckfertig etwa. 
Sie wird hier gedruckt. Es fängt in 10—12 Tagen an.‘ Am Rande steht noch: 
„Ich habe mich später dazu bestimmt, meine Abhandlung in drei zu zerlegen; die 
erste, die druckfertig vorliegt (der Druck fängt in kurzer Zeit an), behandelt Glei- 
chungen F(x,...%,Pı:-. 2„) = 0. Die zweite behandelt Gleichungen, welche p, ...p, 
homogen enthalten. (Sie ist in etwa 14 Tagen fertig.) Die dritte gibt allgemeine 
Gesichtspunkte. Sodann folgen Abhandlungen über Pfaffsches Problem, über Glei- 
chungen mit inf. Trf. usw.“ Der Brief selbst handelt über die Theorien von Abh. VII. 
Einen Abdruck dieser Arbeit hat A. Mayer in Leipzig am 10. 4. 1873 erhalten. 

Im Bull. d. Sc. math. Bd. XII (II. Serie Bd. I), Abt. 2, S. 96, Paris, Mai 1877, 
findet sich eine Inhaltsangabe, die möglicherweise von Lie herrührt, die sich aber 
auf die Übersetzung der Paragraphenüberschriften beschränkt. In umgearbeiteter 
Fassung bildet die Arbeit einen Teil der Abh. Math. Ann. Bd. VIII; s. dort $. 248 
bis 262, 267—270, 273—281 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 9—13, 15, 17—19). 

S. 32, 2. 6f. Gemeint sind die Mayerschen Abh. III und IV. 

S. 32, Z. 11—3 v. u. Vgl. die Anm. zu 8. 17, 2. 6—8, S. 628 ff. 

S. 33, 2. 1—4. Vgl. die Anm. zu S. 17, Z. 9—12, 8. 630. 

8.33, 2.5—10. Ein Gleichungssystem F\, (2, A Pr +2)=0 (n=1,....m) 
heißt ein Jacobisches System, wenn es nach m von den », auflösbar ist, und wenn 
die F, paarweise in Involution liegen, wenn also alle (F', F',) identisch verschw. 
Lie denkt an den Satz S. 14, Z. 16—20, drückt sich aber sehr ungenau aus. Es 
müßte heißen: „Man kann ein Jacobisches System immer auf eine solche Form 
Pu— fu 0 bringen, daß die Integration einer Gleichung z. B. die vonp, — = 
die des ganzen Systems nach sich zieht.“ Darauf kommt das Verfahren in Abh. XV, 
S. 211—216 hinaus. 

8.33, Z. 10—18. Gemeint ist dasin Abh. IV, 8. 25, 2.11 v.u. — 26, 2.5 Gesagte. 

S. 33, Z. 14. In den Abh. VII und VIII benutzt Lie das Symbol () noch in 
derseiben Bedeutung wie auf S. 29, Z. 8; vgl. die Anm. dazu, S. 637. 

S. 34, 2. 8—3 v. u. Vgl. Abh. IV, S. 25, 2. 16—21. 

S. 34, 2. 5—13. Das Verständnis des Folgenden wird erleichtert, wenn man 
sich gleich von vornherein vorstellt, daß die Gruppe (Funktionengruppe, vgl. die 
Anm. zu Abh. VI, 8. 29, Z. 14—17) aus allen Funktionen von %,,...., %, besteht 
und daß das Funktionensystem , ... %, nur eine unter den unendlich vielen Arten 
ist, die Gruppe zu bestimmen. Lie hat seine Ausdrucksweise erst im 2. Bde. seiner 
Th. d. Trfsgr. (Leipzig 1890, S. 180) dem angepaßt. Die dort gegebene Darstellung 
gewinnt noch, wenn man nach dem Vorschlage von 8. Kantor jedes der Gruppe 
angehörige System von r unabhängigen Funktionen als eine Basis der Gruppe 
bezeichnet. Vgl. dessen Arbeit: Neue Grundlagen usw., Wiener Berichte, Math.- 
naturw. Kl., Bd. 112, Abt. IIa, Juli 1903, S. 774. 

S. 34, Z.2,1v.u. Jacobi, Abh. VI, $ 63, Crelle 60, S. 143; Werke V, 8. 151. 

S. 35, Z. 8-1 v. u., 36, Z. 21—17 v. u. Vgl. Abh. IV, S. 18. 

S. 36, 2. 4—7. Vgl. Abh. IX, 8. 112. 

8.36, Z2.16—12v.u. Leider ist Lie doch nirgends wirklich darauf eingegangen; 
nur in der Arbeit Math. Ann. VIII, S. 251 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Einl. zu $ 10) 
sagt er noch, synthetische Spekulationen über das Poisson-Jacobische Theorem 
und über dessen eigentlichen Kern hätten ihn auf den Satz 3, S. 36 geführt, er 
habe bemerkt, daß die Mannigfaltigkeiten zu untersuchen sind, die von den char. 
Str. zweier oder mehrerer Gl. erzeugt werden. Hiernach ist es möglich, sich eine 
Vorstellung zu machen, wie ungefähr sein Gedarkengang gewesen ist. 


Gleichungen in den x, p allein 639 


Das Poisson-Jacobische Theorem bezieht sich auf Gl. F (x, p) = 0, die von 
z frei sind. Nach S. 616f. ergibt es eich, wenn man von zwei Lösungen (x, p) und 
4 (x, p) der Gl. (Ff)= 0 die eine, etwa g, als char. Fkt. einer inf. B. T. auffaßt und 
diese inf. B.T. auf die andre Lösung x ausführt, dann ist nämlich 


stets wieder eine Lösung. Durch fortgesetzte Anwendung des Theorems gelangt man 
dann stets zu einem abgeschlossenen Systeme von Lösungen, aus dem mit Hilfe des 
Theorems keine neuen Lösungen abgeleitet werden können, d.h. keine, die von den 
schon bekannten unabhängig sind. Die Frage ist: welchen begrifflichen Sinn hat 
ein solches abgeschlossenes System von Lösungen? Oder fragen wir lieber gleich 
allgemeiner: welchen begrifflichen Sinn hat ein System von r unabh. Funktionen 
Uy,...,%, der &,, p;, aus dem durch Bildung der Klammerausdrücke (u,u,) keine 


von %,...,%, unabh. Fkt. entsteht, so daß Relationen von der Form ° 
(1) (u, U) = @;, (4,5 - » -, U,) (kml,..r) 
bestehen ? 


Um diese Frage beantworten zu können, müssen wir etwas weiter ausholen. 


Die Gleichungen zwischen z,,..., &,5 21 ---, ?, allein. 
Neue Auffassung der Involutionsbeziehung. 


Wir bemerken zunächst, daß das Fehlen von z eine wesentliche Vereinfachung 
mit sich bringt. Statt des R,,,, der El. z,x,, p; können wir nämlich den R,, mit 
den Punktkoord. &;, p, betrachten, in dem jeder Punkt als die senkrechte Projektion 
von o0' Punkten des R,,,, mit den Punktkoord. z, x,, ?, aufzufassen ist. In der 
Tat, eine inf. B. T. Be 


(2) I, =gp,St, 9, = —9,8t, 3: | Sp, olöt. 
v 


deren char. Fkt. p von 2 frei ist, läßt zwar jede Gl. = const.inv., aber in dem 
R,„4+1 führt sie nur die El.z, x,, p,, die der Gl. g = 0 genügen, auf den hindurchg. 
char. Str. dieser Gl. fort. Dagegen verschiebt sie im R,„:x,, p; jeden Punkt x,°, p,° 
auf der durch ihn gehenden Integralkurve des sim. Syst.: 
(3) ax, :...:40,:49:...:dP = Pr: Pp Pair Pay? 
d. h. auf der Projektion aller der char. Str. der .Gl. p(z, p) = g.x°, p”), die durch 
die oo! El. z, x,°, p,’ gehen. Dasselbe leistet nun aber im R,, die inf. B.T. mit 
der char. Fkt. (=, p) — g(x°, p°), weil die additive Konstante — pe, p°) auf die 
Zuwachse dx,, dp, keinen Einfluß hat, und diese inf. B.T. führt jedes El. z, x,, p;, 
das der Gl. p(x,p)=gp(x°, p°) genügt, auf dem hindurchgehenden char. Str. fort. 

Der Bequemlichkeit wegen nennen wir die eben erwähnte Integralkurve des 
sim. Syst. (3) die durch den Punkt x,?,p,’ gehende char. Kurve der Gl. 
p(X,P)=y(x°, p°), und die zum Punkte x,', p,° gehörige Tangentialrichtung dieser 
Kurve bezeichnen wir als die zu dem Punkte x,°, p,° gehörige char. Richtung 
der Gl.p(x,p)=9(«°, p°) Eine Verwechselung mit den Mongeschen char. Kurven 
der part. Diffgl. (x, p) = g(x°, p°) (vgl. 8.6593) und mit der auf S. 602 eingeführten 
char. Richt. in dem A,,,, der EI. z, x,, p, ist dabei nicht zu befürchten. 

Benutzen wir diese Ausdrucksweise, so können wir sagen, daß jede Mann. 
p(&,p)=4 des R,,„ von char. Kurven der Gl. = 4A erzeugt ist, während sie 
gleichzeitig, als Mann. des R der El. z, x,, p, aufgefaßt, von den char. Str. der 
Gl. = A erzeugt ist. £ s 

Die char. Richt., welche die Gl. (x, p)= 4 innerhalb des Ry „ jedem ihr ge- 
nügenden Punkte x,, p, zuordnet, ist durch (3) bestimmt. Sie berührt daher die 
durch y= A dargestellte (?n — 1)-fach ausg. Mann. des R,, in dem betr. Punkte 


2n+1 
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und liegt in der zugehörigen (2n — 1)-fach ausg. Tangentialebene dieser Mann. 
Andererseits ist sie die Projektion der char. Richtungen, die 9=A als Gl. des 
Ron+1'2, 29 aufgefaßt allen Punkten 2, x,, p, zuordnet, die den Punkt CP; 
zur Projektion haben. Nun ist die Beziehung zwischen der Gl. = A und den zu- 
gehörigen char. Richtungen im R,,,, invariant gegenüber allen B. T., demnach 
ist die Beziehung zwischen der Gl. 9=_A und den im R,,„:%,, ?, zugehörigen 
char. Richtungen invariant gegenüber allen B. T., bei denen die x,,p, für sich 
transformiert werden, bei denen also der R,„:x,, ?, invariant bleibt, sie ist mit 
andern Worten invariant gegenüber allen inf. B.T., deren char. Fkt. von z frei sind. 
Bedenkt man überdies, daß 9, Pr, in jedem Punkte %;,p; die (2n — 1)-fach ausg. 
Tangentialebene der hindurchg. Mann. = A bestimmen und daß die zu dem 
Punkte gehörige char. Richt. eben nur von dieser Tangentialebene abhängt, so liegt 
es nahe, das auf S. so1f. angewandte Verfahren auf den vorliegenden Fall zu über- 
tragen. Wir setzen 9, =X,, P, und entkleiden die Größen X,;, P, ihrer ur- 
sprünglichen Bedeutung als der Dart. Abl. einer Funktion; wir deuten sie nämlich 
als homogene Koord. der durch den Punkt x,,»; gehenden (2n — 1)-fach ausg. 
Ebene, die durch die Gl. , , 
DR,dr; + P,dp,) = 0 

bestimmt wird. Dann werden &,,9,, X;: P; die Koord. eines El. des R,,, und 
die letzte Gl. wird die Bedingung für die vereinigte Lage von zwei unendl. ben. El. 
dieser Art. Das sim. Syst. (3), das jetzt die Form 


dz,:dp, = P,:— X, (=1,...,0) 


annimmt, zeigt, daß überhaupt jedem El. &,, »,, X,;:P; des R,, eine char. Richt. 
zugeordnet ist, die durch den Punkt des El. geht und in der Ebene des El. liegt 
und die in homog. Ebenenkoord. &,, P, durch die Gl. 


Los 
(4) lee ala 


dargestellt wird. Die Beziehung zwischen jedem El. des R,,, und seiner char. Richt. 
bleibt bei allen B. T. des R,,,:2, x, erhalten, die die x,, ?, für sich transformie- 
ren, also bei allen inf. B. T. ni von 2 freien char. Funktionen. 

Die Gl. (4) ist eine Beziehung zwischen zwei El. des R,„, die zu demselben 
Punkte x,, p, gehören, und sagt aus, daß die char. Richtung jedes der beiden El. 
auf der Ebene des andern liegt. Sie ist nichts anderes als die Involutionsbeziehung 
(px) = 0 in der allgemeineren Auffassung, die Lie 8. 1,2.9,8 v. u. im Auge ge- 
habt haben muß und die wir für den Fall der Gl. [F%] = 0 schon auf $. 603 ent- 
wickelt haben. Sie stellt eine involutorische Beziehung dar zwischen den Geraden 
und den (2% — 1)-fach ausg. Ebenen des R,„, die durch einen beliebigen Punkt 
dieses Raumes gehen. Bildet man die betreffenden 00°” "! Geraden auf die Punkte 
eines R,„_, ab, so erhält man in diesem R,,_, die durch einen linearen Kom- 
plex vermittelte Reziprozität und (4) ist geradezu in homogenen Ebenenkoord. des 
R,„_ı die Gl. dieses linearen Komplexes. 

Nunmehr können wir zur Betrachtung der r-gliedrigen Funktionengruppe 
U, +: +, %, übergehen. 


Die durch eine Funktionengruppe bestimmten Scharen von Mannigfaltigkeiten. 


Die von einander unabh. Gl. u, = Const., ..., u, = Const. zerlegen den R,, in 
00” (2n — r)-fach ausg. Mann. derart, daß PR Punkt x,°, 9° einer bestimmten 
Mann. u,(z, p) = u,(x°, p°) (k=1,...,r) angehört. Setzt man u,(x°, p°) =a,, 80 
wird durch jede der r Gl. w= a, dem Punkte eine char. Richtung zugeordnet. Ist 
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x;°, p;° ein Punkt von allg. Lage, d.h. ein solcher, für den die r-reihigen Det. 
der Matrix 


Our du, 

Ze i=l,..., 

0%, op; ” ’ 
(ka1l,..,7) 


die ja nicht alle identisch verschwinden, nicht alle den Wert Null annehmen, so 
bestimmen diese r char. Richt. in dem Punkte ein ebenes Bündel von 0”! Richt. 
Diesem Bündel gehört auch die char. Richtung an, die irgend eine Gl. alte ., %,) 


= Rla,,...,a,) dem Punkte x,°, p,° zuordnet, welche Funktion auch 2 sein mag, 
denn es ist ja: 


1...r 
mn. me 0% 2) 10 Du 


ou, 02,’ 


und zwar kann man die Fkt. 2 offenbar so wählen, daß diese Richt. jede beliebige 
Richtung des Bündels wird. Die Gl. 2(u,,... u,) == 2(a,,...,a,) stellt nun die 
allgemeinste von Mann. u, = Const., ..., Ur = Const. erzeugte (?n — 1)-fach ausg. 
Mann. des R,, dar, die durch die Mann. =a,,. .‚„u.=a, geht, und der 
Inbegriff aller Tangentialebenen, die diese (2n — 1)-fach ausg. Mann. in dem Punkte 
x;°,»;° besitzen, fällt zusammen mit dem Inbegr. aller 00”! (2n — 1)-fach ausg. 
Ebenen, die die Mann. „=aq,...,4.=a, in dem Punkte x,°, p,° berühren. Dem- 
nach besteht unser Bündel von 00”! Richt. aus den char. Richt., die zu den a0”! 
El. des R,, gehören, die durch den Punkt x,°, p,’ und durch die eben erwähnten 
00””! Tangentialebenen der Mann. u, = a,,...,u,— a, bestimmt werden. Diese 
00””! Tangentialebenen bilden ihrerseits ein ebenes Bündel, denn sie gehen alle 
durch die (2n — r)-fach ausg. Tangentialebene der Mann. u,=a, (k=1,...,r). 

Das bis jetzt Gesagte gilt, wenn «,, ..., u, beliebige von einander unabh. Fkt. 
sind. Bestimmen aber diese Fkt. eine r-gliedr. Fktgr., bestehen also Relationen von 
der Form (1), so läßt sich noch mehr aussagen. 

Führt man nämlich die inf. B. T. mit der char. Fkt. u,(x, p) auf eine belie- 
bige Mann. u,(@’, 9) = c,(k=1,...,r) aus, so erhält man die unendl. ben. Mann.: 


u — + (u, — c)öt—=0 (ke,..ur), 
deren Gl. wegen (1) auch so geschrieben werden können: 
%—%+ 84(&%,:..,0,)d8t = 0 (k=1,..,r). 


Unsere inf. B. T. vertauscht somit die 00” Mann. u, = Const. (k=1,..., r) unter 
einander. Man erkennt sogar leicht, daß ebächaupt. jede inf. B. T. mit einer char. 
Fkt. von der Form Au 2, Ds ..., 4,6%, P) 

dieselbe Eigenschaft besitzt. Aber schon die Tatsache, daß die Schar der 00” Mann. 
4, = Const. k=1,...,r) bei den r inf. B.T. w,,...,u, inv. bleibt, genügt, um 
Uy...,%, als eine r-gliedr. Fktgr zu kennzeichnen. 

Verschwinden die Ausdrücke (u;u,) (,k=1,...,r) alle identisch, so haben wir 
einen schon früher betrachteten Fall, denn die Gl. u,=c, (k=1,...,r) bilden dann 
bei beliebigen Werten der Konst. e, ein r-gliedr. Involsyst. (vgl. S. 603 ff., wo aller- 
dings nur der Fall r—=2 behandelt ist, und S. 610). Ersetzen wir die damals be- 
nutzten char. Str. der Gl. u,= «a, durch ihre Projektionen auf den R,„:x,,p;, also 
durch die char. Kurven derselben Gl., so ergibt sich folgendes: Die Mann. «, = 6,, 
..., 4%, = c, zerfällt in 00%”-2”" „fach ausg. Mann., deren jede von char. Kurven 
jeder der Gl. u; = c; erzeugt ist, und jede dieser r-fach ausg. Mann. kann man sich 
dadurch entstanden denken, daß man durch einen Punkt der Mann. u, =c,(k=1,...,r) 
dıe hindurchg. char. Kurve der Gl. u, =c, legt, durch alle Punkte dieser Kurve die 
hindurchg. char. Kurven der Gl. „= c,, durch alle Punkte der so entstandenen 
zweifach ausg. Mann. die hindurchg. char. Kurven der Gl. u, = c,, usf. 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 41 
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In dem allgemeinen Falle, den wir hier betrachten, brauchen die r Ausdrücke 
(u,%) +. +, (4,,%,) nicht für jedes i zu verschwinden. Denken wir uns daher die 
inf. B. T. u, unendl. oft auf die Mann. „=c,(k=1,...,r) ausgeführt, so nimmt 
diese im Allg. o0' versch. Lagen an, die zusammengenommen eine (?n— rt 1)- 
fach ausg. Mann. bilden. Die letztere Mann. erhält man offenbar auch dadurch, daß 
ınan durch jeden auf der Mann. „=c,(k=1,...,r) liegenden Punkt x,°, p,° die 
hindurchg. char. Kurve der Gl. u,(x, p) = u,(x°, p°) legt. Im Allg. werden daher die 
00” Mann. u, = Const. (k=1,...,r) von jeder inf. B. T. w, unter einander vertauscht 
und keine von ihnen ist von char. Kurven einer Gl. von der Form ,— a,=0 er- 
zeugt. Dafür stellt sich aber heraus, daß die in dem besonderen Falle gefundene 
Konsiruktion r-fach ausgedehnter Mann., die von char. Str. erzeugt sind, auch jetzt 
noch anwendbar ist. Das wollen wir nunmehr zeigen. 

Wir haben gesehen, daß die Schar der 00” Mann. u,= Const. k=1,...,r) 
jedem Punkte x,°, p,’ von allg. Lage zwei ebene Bündel zuordnet, die vermöge (4) 
zu einander reziprok sind, nämlich erstens das Bündel der o0’"! (2n — 1)-fach 
ausg. Tangentialebenen, die die Mann. u, (x, pP)=u,(x°, p) k=1,...,r) in dem 
Punkte x,°, p;° besitzt, und zweitens das Bündel der 00”! char. Richt. derjenigen 
oo’=! El. des Rg„, die durch den Punkt x,°, p,’ und durch diese 00”! Tan- 
gentialabenen bestimmt werden. Andererseits wissen wir, daß die r inf.B.T. u, , ...,% 
die 00” Mann. u, = Const. (k=1,...,r) unter einander vertauschen. Demnach ist 
klar, daß bei jeder inf. B. T. «, die Punkte des R,,„ so transformiert werden, daß 
jeder Punkt x,°, p,’ von allg. Lage mit dem zugehörigen Bündel von 0”! El. des 
R,, in einen unendl. ben. Punkt mit dem zugehörigen Bündel von oo”! El. des 
R,„ übergeht. Da nun bei der B. T. die Beziehung zwischen jedem El. des R,, 
und der zugehörigen char. Richtung erhalten bleibt, so geht gleichzeitig der Punkt 
x;°, p;° mit dem zugehörigen Bündel von 00”! char. Richt. in jenen unendl. ben. 
Punkt mit dem zugehörigen Bündel von 00”! char. Richt. über. Denken wir uns 
also die inf. B. T. u, unendlich oft auf den Punkt x,°, p,° ausgeführt, so beschreibt 
der Punkt die hindurchg. char. Kurve der Gl. u, (x, p) = u,(x°, p°), und die zu den 
Punkten dieser Kurve gehörigen Bündel von je o0””! char. Richt. werden unter 
einander vertauscht. 

Nunmehr sind wir soweit, daß wir die vorhin angekündigte Konstruktion be- 
gründen können. 

Durch einen Punkt x,°, p,’ von allg. Lage legen wir die hindurchg, char. Kurve C 
der Gl. u,(@&,p)=u, (x°, pP) und durch jeden Punkt x,',p,' von C legen wir die 
hindurchg. char. Kurve der Gl. u,(,p)=u,(x', p). Wir erhalten so eine zweifach 
ausg. Mann. M,, die auch dadurch entsteht, daß die inf. B.T. u, (x, p) unendlich 
oft auf die Kurve C ausgeführt wird. Demnach gehen durch jeden Punkt dieser M, 
zwei Kurven, deren Tangenten beide dem Bündel von oo” —! char. Richt. angehören, 
das dem Punkte zugeordnet ist; daraus aber folgt, daß in jedem Punkte der M, 
alle Tangentialrichtungen an die M, dem zugeordneten Bündel von oc””! char. 
Richt angehören. Legen wir jetzt durch jeden Punkt x,”,p," dieser M, die hindurchg. 
char. Kurve der Gl. u, (z, p)=u,(x”, p’) und fahren wir so fort, so gelangen wir 
schließlich zu einer durch den Punkt x,°, p,’ gehenden r-fach ausg. Mann. M,, die 
so beschaffen ist, daß in jedem ihrer Punkte ihre o0””! Tangentialrichtungen mit 
dem Bündel von 00”! char. Richt. zusammenfallen, das dem Punkte zugeordnet 
ist. Es leuchtet ein, daß diese M, bei jeder inf. B. T. u,(,p) (k=1,...,r), ja 
sogar bei jeder inf. B. T. X(u,,..., %,) invariant bleibt. Ist daher x;°, p;° ein be- 
liebiger Punkt der M,., so liegt die durch diesen Punkt gehende char. Kurve der Gl. 


(u, 2), ...,u,0,p)) = Au, (&°, pP), .. ., u,(x°, P9) 


stets in ihrer ganzen Ausdehnung auf der M,. Daher wird die M, auch dadurch 
erhalten, daß man durch den Punkt die char. Kurven aller dieser Gl. legt. 
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Zu der ursprünglich gegebenen Zerlegung des Rg, in ©” Ma „_,:%, = Const., 
.., %, = Const. gehört daher noch eine zweite in Br M,.:v, = Const,, 
Von r Const. Hier sind die Funktionen v,,..., Vg„_, von einander anabh. und 
bleiben sämtlich bei den » inf. B.T. «,,..., u, u. d. h. sie sind unabh. Lös. der 
r unabh. Gl. 


) » wN=0,...uf)= 


Die Gl. (5) bilden infolgedessen ein r-gliedriges vollständiges System. 

Diese Eigenschaft der Gl. (5), ein r-gliedr. vollst. Syst. zu bilden, ist für die 
r-gliedr. Funktionengruppen charakteristisch. Bestimmen nämlich «,,..., «. keine 
r-gliedr. Fktgr., ist also unter den Fkt. (u,u,) mindestens eine von «,,..., 1, 
unabh., so bleibt die Schar der oo” Mann. «, = Const., ..., %,. = Const. sicher nicht 
bei allen r inf. B.T. «,,..., %, inv. Demnach braucht nicht jedes El. des R,,, 
das aus einem Punkte «,’, p,’ und aus einer (2» — 1)-fach ausg. Tangentialebene 
der hindurchg. Mann. u,(@, p) = u,(x, pP?) (k=1,...,r) besteht, bei jeder inf. 
B. T. ,,..., , in ein El. derselben Art überzugehen. Hieraus aber folgt, daß der 
Punkt mit dem zugehörigen Bündel von wo”! char. Richt. nicht bei jeder inf. 
B.T. u,,..., %,. in eine Figur derselben Art überzugehen braucht, daß also unsere 
Konstruktion zu r-fach ausg. Mannigf. führt, deren oo”! Tangentialrichtungen in 
einzelnen Punkten nicht mit den zugeordneten oo”! char. Richt. zusammenfallen, 
also zu Mann., die nicht bei allen inf.B. T. «,,...., w. inv. bleiben. Die Gl. (5) 
besitzen dann sicher nicht 2» — r-unabh. Lösungen. 

Sind daher u,,...,“, unabh. Fkt., so bilden die Gl. (5) dann und nur 
dann ein r-gliedr. vollst. Syst., wenn %,...,u, in Beziehungen von der 
Form (1) stehen, also eine r-gliedr. Fktgr. bestimmen. 

Bestehen keine Rel. von der Form (1), so muß man zu u,, ..., ’'. neue unabh. 
Fkt. hinzufügen, die unter den Ausdrücken (w,«,), (Wi; ;4,)%;,), ... in geeigneter Weise 
auszuwählen sind, und gelangt schließlich zu einem Syst. von Fkt. % ri 

Yin u,(r<s<2n), das eine s-gliedr. Fktgr. bestimmt. Die Gl. (u,f) = 0 
k=1,..., A besitzen dann 2» — s unabh. L,ös., die zugleich die einzigen Lös. des 
Systems (5) sind. 

Bestehen Rel. von der Form (1), so haben wir also zwei Zerlegungen des R, „ 
in ao” M,„_, und in 00°"" M,. Durch jeden Punkt x’, p," von allg. Lage geht 
eine M,„_, und eine M,, und zwar sind die 00” ” ! Tangentialricht. der M,, die 
char. Richt. der 0”! El. des R,,„, die durch den Punkt ,, p,’ zusammen mit 
den ©”! (2n — 1)-fach ausg. ke green der M,,„_, bestimmt sind. Die 
Reziprozität (4), die in dem Punkte x,', p;" die Beziehung wischen den El. des 
Ry,,„ und den zugehörigen char. Richt. darstellt, zeigt ohne weiteres, daß auch die 
09°” "1 Tangentialricht. der M,„_,, in dem Punkte r,", p," nichts andres sind 
als die char. Richt. der El. des R,,, die aus dem Punkte x,', p," und den zu- 
gehörigen (2n — 1)-fach ausg. Tangentialebenen der A/, bestehen. Hieraus folgt, 


daß jede M,,_, bei den inf. B. T. mit den charakt. Fkt. U. re, , Inv. bleibt, 
und daß w,,..., tw, unabh. T,ös. der 2» — r unabh. Gl. 
(6) WwN=0,...,(,,_,N=V 


sind. Das aber wiederum bedeutet, daß v,,..., %,_, eine (2n — r)-gliedr. Fktgr. 
bestimmen. 

Zwischen den beiden Funktionengruppen u,, .. ., %, und ®,, -..,®,,_, besteht 
nun offenbar ein vollständiges IUPRERORINRERER ING: Jede M,:v,(, pP) = v, (2°, p") 
j=l,..., 2n —r) enthält die durch den Punkt x,°, p," gehende char. Kurve jeder @l. 
u (X, Fr == Rp (I, 2) (kel,...,r) und PIeARADN jeder Gl. Alu, - - -, %,) 
== Lu, ..,%,9). a "enthält jede M,„_,:% (©, 2) = u, (&',p)) k=1,...,r) 

41” 
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die durch den Punkt x,°, p7,’° gehende char. Kurve jeder Gl. v,@p)=v, 
G=1,...,2n— r) und überhaupt jeder Gl. 2(v,,...,%,_)J=2W),.. a A 

Wir sind damit zu der Reziprozitätstheorie gelangt, die in Lies Untersuchungen 
über die Funktionengruppen eine so große Rolle spielt. Es ist mit ziemlicher Sicher- 
heit anzunehmen, daß Lie durch solche Überlegungen, wie wir sie benutzt haben, 
zu seiner Reziprozitätstheorie gelangt ist. Jedenfalls scheint er den Satz 3, S. 36 
auf solche Weise gefunden zu haben, während er den einfachen Beweis dieses Satzes, 
den er auf S. 37 gibt, vermutlich erst nachträglich bemerkt hat. Dafür spricht na- 
ınentlich die Anm. 1 auf 9. 36, in der er sagt, daß ihn Mannigfaltigkeitsbetrachtungen 
auf diese Theorie, also insbesondere auf den Satz 3 geführt haben. Da sich die 
reziproke Beziehung zwischen den beiden Funktionengruppen auf Grund dieses Satzes 
so außerordentlich einfach beschreiben läßt — jede der beiden Gruppen besteht ja 
aus allen Funktionen, die mit allen Funktionen der andern in Involution liegen —, 
so hat er die Mannigfaltigkeitsbetrachtungen, die nicht so einfach darstellbar sind, 
ganz unterdrückt. 

Daß die Mannigfaltigkeitsbetrachtungen, von denen Lie in der Anm. 1 auf 
S. 36 spricht, im wesentlichen die hier auseinandergesetzten sind, geht noch aus 
einem andern Umstande hervor. In der Anm, 2 auf S. 38 sagt Lie, daß seine Re- 
ziprozitätstheorie der Funktionengruppen in gewissem Sinne die Poncelet- 
Gergonnesche umfaßt.!) Diese Äußerung wäre gar nicht zu verstehen, wenn sie 
sich nicht auf die Reziprozität (4) bezöge, die in jedem Punkte des R,, auftritt 
und aus der die Reziprozität zwischen den Mann. M,,_,„ und M, abgeleitet werden 
kann. Das „in gewissem Sinne“ bezieht sich dabei vielleicht auch mit darauf, daß 
(4) ein besonderer Fall der Poncelet-Gergonneschen Reziprozität ist. 

Mit ein paar Worten wollen wir schließlich noch auf die Bedeutung eingehen, 
die die ausgezeichneten Funktionen (8. 35, 39 ff.) bei unseren Mannigfaltigkeits- 
betrachtungen gewinnen. 

Durch jeden Punkt einer M,,_, legen wir die hindurchg. M, und erhalten 
eine Mann., die auch dadurch entsteht, daß auf die M,,_ , alle inf.B.T. 2(w,,..., %,) 
unendlich oft ausgeführt werden. Demnach ist die neue Mann. die kleinste durch 
M,„_, gehende Mann., die sowohl von Mann. M, als von Mann. M,,„_, erzeugt 
ist, sie ergibt sich also auch, wenn man dumOh jeden Punkt einer auf ihr liegenden 
M, die hindurchgehende M,„_, legt. Ist m die Dimension der Mann., die eine 
M, und eine M,„_, gemein haben, wenn sie beide durch denselben Punkt des 
R;,„ geben, ist also 2» — m die Anzahl der von einander unabh. unter den Fkt. 
Un erey %yr Yyy oe, da, _,, 80 hat die neue Mann. die Dimension 2n — m. Der R,, 
wird auf diese Weise in 00” M,,„_„: U,=Const., ..., U, = Const. zerlegt, die 
kleinsten Mann., die sowohl bei den inf. Tıf. u,,...., %, als bei den inf. Trf. v,,..., 
%„_ , inv. bleiben. Mithin sind U,,..., U, unabh. gemeinsame Lösungen der Gl. 
(5) und (6). Da unter diesen 2» Gl. gerade 2n — m von einander unabh. vorhanden 
sind, so bilden sie zusammen ein (?2n — m)-gliedr. vollst. Syst. 

Es leuchtet ein, daß U,,..., U,, ausgezeichnete Fkt. unsrer beiden Funktionengr. 
sind, und daß sie die reziproke Fktgr. zu der (2n — m)-gliedr. Fktgr. bestimmen, 
die durch Zusammenfassung der beiden Fktgr. u,,...,%, und d,,...,d,, _, entsteht. 

S. 36, Z. 21. In dem Begriffe des vollst. Syst. liegt für Lie zugleich die Un- 
abhängigkeit der Gl. des Systems. Das ist auch im Folgenden zu beachten. 


1) Auch in einem Briefe an A. Mayer vom 19. 12. 1872 sagt Lie, nachdem 
er gezeigt hat, daß zu jeder Funktionengruppe eine andre so gehört, daß beide in 
einem vollständigen reziproken Verhältnisse stehen: „Unter diese Reziprozität sub- 
sumiert sich die gewöhnliche polare Reziprozität. Dies steht auch im Zusammen- 
hange mit der Krümmungstheorie im R,.“ Was er mit der letzten Bemerkung ge- 
meint .hat, ist allerdings noch weniger deutlich. 
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S. 36, Z. 7—5 v.u. Clebsch, Abh. IV. 

S. 36, Z.1v.u.; 37, 2.15—13v.u. A.Mayer, Abh.II. Bour, Abh. II, S. 169 
bis 172. Mayer sagt a.a. 0. 8. 88, die Kriterien, zu denen Bour gelangt, seien 
unvollständig und daher einer Revision bedürftig. In der Tat ist zuzugeben, daß 
Bour seine Kriterien nicht mit der nötigen Schärfe ausgesprochen hat, denn er läßt 
die von Mayer a.a. 0.8. 91, Z.10—1 v. u. erwähnte Möglichkeit außer acht. Ihm, 
wie es Lie tut, vorzuwerfen, daß er sich geirrt habe, scheint jedoch nicht ge- 
rechtfertigt. 

S. 37, 2.12—8v.u. Jacobi, Abh.VI, Crelle 60, S. 39—42, Werke V, 8. 44—46. 

S. 38, 9—7 v. u. Die in Klammern stehende Bemerkung hat Lie in der Neu- 
bearbeitung der Abh. weggelassen (s. Math. Ann. Bd. VIII, S. 252; d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. I, 2. Abschn., $ 10, Nr. 23, Wa er damit vermutlich gemeint hat, habe ich 
vorhin auseinandergesetst. 

8.41, 2.8—5v.u. Vgl.8.9, Satz 3; S.13, Z.11—13, Z.2v.u.; S.17, Z. 13—24. 

S. 43, Z.17—9 v.u. Es müßte noch bewiesen werden, daß swischen Ur %, 
Ur 2.0, ög,_,„ Keine Relation besteht; der Beweis gestaltet sich ebenso wie der auf 
2. 9—2 v. u. geführte. 

S.48, Z.4—6. Aus Satz 9, S. 46 folgt ja überdies, daß R, „ı von den. übrigen 
Funktionen unabhängig ist. 

8. 49, Z.1—10. Bour, Abh. II, 8. 157: 

„Cela pose, j’ai d&montre le th&or&me suivant'): 

Theoreme. Si l’on a trouv6 2% fonctions des variables p, et 'g, 
(k etant un nombre plus petit que n ou au plus Egal än), a,,@,...,@, 
b,,b,,...,d, telles qu’en faisant avec Poisson 

mt da, ab, da, , db da db da 
Yo ap ap da Tag, dp, ap, dig,’ 
on ait, pour deux indices vi et j quelconques de läk, 
(6) (d,,a)=1, (,a)=0, (b,b)=0, (a, a ,) == (0; 
si, de plus, la quantite H peut s’exprimer au moyen de ces ?2k foncetions 
seulement (restrietion inutile lorsque k est Egal ä n); les nouvelles 
variables, a,, b,, satisfont ä des equations differentielles de la forme 
canonique (l), & savoir: 
. da_dH du__dH, 
dt db,‘ di da, 

Schon in dem auf 8. 588 ff. angeführten Briefe an A. Mayer verweist Lie 
(s. 8. 590) auf diese Stelle. 

Für den Fall k=n, der hier allein in Betracht kommt, sagt der Boursche 
Satz in Wahrheit zunächst nur aus, daß immer, wenn X,,..-, Is Pi. 2, Um 
2n-gliedrige kanonische Gruppe im Sinne von Lie bilden, die Gl. 


x = X, (m, p), vy,=P:; (x, P) (=1,...,n) 
eine Transformation darstellen, bei der jedes kanonische System 
dz;_06Hwp)) dm;__ OHM 


dt op; . dt Ra Br T , 
in das kanonische System 
dx; _0H(«,») dp’ __0H@p) 


dt t 89; r dt VE 


übergeht. 


1) „Me&moires des Savants &trangers, t. XIV, p. 808“, nämlich in der Abh.: 
Memoire sur l’intögration des &quations differentielles de la mecanique analytique, 
a. a. 0. 8. 792—812 (1856). 
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Es ist bezeichnend für Lie, daß er aus deın Bourschen Satze ohne weiteres 
den Satz des Textes herauslas und an den Leser die wirklich starke Zumutung 
stellte, das auch zu tun. Als nun A. Mayer in einem Briefe vom 22. 4. 1873 her- 
vorhob, daß ihm das gar nicht verständlich sei, antwortete Lie Ende April: „Die 
Boursche Arbeit sah ich in Göttingen.') Ich fand, daß der Satz von ihm, den Sie 
zitieren, im genausten Zusammenhange stand mit einem Satz über Berührungs- 
Transformationen, den ich schon damals kannte. Der Zusammenhang, heute sage ich 
nicht mehr darüber, beruht auf einer Bemerkung von Jacobi, daß nämlich die Be- 
stimmung der allgemeinsten Transformation eines kanonischen Systems gewissermaßen 
auf die Bestimmung der allgemeinsten Berührungs-Transformation hinauskommt.“ 

„Mein Bourscher Satz kann besser so ausgesprochen werden: “Sind X,... X, 
P,...P„ Funktionen von 2%,...%, Pı:--P2,„, die eine kanonische Gruppe 
bilden, so gibt es immer eine solche Funktion Zvon 3 a, ...%, Pı +: Pa» 


ab :=Z, N, u, =P,;, 
eine Berührungs-Transformation in meinem alten Sinne definieren.’“ 

„Beschränke ich mich auf Funktionen von &, ...%,P, --. 2„, so kommt offen- 
bar die ‚Gleichung 2’=Z gar nicht in Betracht.“ 

Lie denkt hier vermutlich an die Entwicklungen von Jacobi in Abh. VI; 
$ 52--59, Crelle Bd. ‚60, S. 107—139, Werke V, 8. 114—147, und an Abh. VII, 
Dynamik, 1. Ausg., S . 446— 452, Werke V, 8. 369—376. Den eigentlichen Grund, 
auf dem der en des Bourschen Satzes mit dem des Textes beruht, hat 
Lie erst . in Abh. XX d. Bdes., S. 295 f. auseinandergesetazt. 

8.49, 2.6—3 v.u. Lie denkt selbstverständlich nicht an die Möglichkeit, 
daß diese ql. ER besonderer Beschaffenheit der Funktionen gar keine Transformation 
darstellen, weil sie überhaupt durch kein Wertsystem % Pi % , P, befriedigt werden. 
In diesem Falle gibt es allerdings keine B.T. in den x, p, die die kanonische Form 
X,, P; in die Form X//, P/ überführt, dagegen bleibt die Überführbarkeit der einen 
Gruppe in die andre besteren. Man beachte, um das einzusehen, nur, daß X, — A,, 
P,—B,i=1,...,n) bei beliebiger Wahl der Konstanten A,, B, stets eine kano- 
nische Form der Gruppe X,,P, @=1,...,n) bilden. Die Konstanten A,,B, kann 
man immer so wählen, daß die Gl.X/= A, P/j=P,— B, eine Transformation 
darstellen, und diese leistet die ans Überführung. 

S. 50, 2.6—8. Das ist ausgeführt in den Math. Ann. Bd. VIII, S. 262—266 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Abschn. II, $ 14, Nr. 30, 31). 

S. 50, 2.16 v.u. Nach Satz 6, S. 40 besteht zwischen Und Yon Yan 
keine Relation. 

S. 50, 2.9 v.u. Die an e unabh. Lös. dieses Syst. sind F\,..., F,_,, 
Ur sr dgy_z, und es gibt nur r — eg unabh. Lös., die Fkt. von w,,...., %, allein 
sind, nämlich F,,..., F,_,. Ist daher U eine Fkt. von u,,..., %, allein, so sind 
die e Diffgl. u,U)=0,..., (u,U)=0 in den Ver. ı,, .. -, «, von einander un- 
abhängig. } 

S. 51, 2.3. Das „bekanntlich“ bedeutet hier: „wie wir früher gesehen haben*. 
So noch öfter. 

S. 51, 2.10, 9 v.u. Es folgt das auch schon daraus, daß jedes Involutions- 
system eine Gruppe bildet, die in ihrer Polargruppe enthalten ist. Für ein r-glied- 
riges Involutionssystem ist also r<2n—r; d.h. r<n. 

S. 53, Z.5—9. Vgl. Math. Ann. VIII, S. 268f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Abschn. II, 
8 15, Nr. 33). 

8. 53, 2. 4—1 v.u. Diese Anm. hat Lie in der neuen Bearbeitung Math. Ann. 
vol, 3. 268 f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 8 15, Nr. 32 f.) unterdrückt. Was er damit 
er hat, kann ınan nur erraten. Über den Zusammenhang zwischen der Theorie 


1) Er war im September 1872 in Göttingen, bevor er Klein in Erlangen be- 
suchte. A. d. H. 
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der Funktionengruppen und der der Pfaffschen Ausdrücke äußert sich Lie, freilich 
nur sehr kurz, in den Leipz. Ber. von 1896, S. 411 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XXV, 
Teil I), doch läßt sich aus dem dort Gesagten nichts unmittelbar auf den vor- 
liegenden Fall Passendes entnehmen. 

S. 54, Z. 1-—-6. Vgl. S. 25, Nr. 1. Eigentlich müssen alle Lösungen des vollst. 
Syst. (9, F]=0,..., [p„_,#]>=0 in den Ver. z,x,,p, bestimmt werden, denn 
die liefern gleich willk. Konst. gesetzt die char. Mann. des Invsyst. p,; = Const.; hat 
man aber die, so kann man eine vollst. Lös. des Invsyst. aufstellen, und aus dieser 
gewinnt man k + 1 unabhäng. Fkt. der z,x, p, die paarweise und mit 9,,:..,,9,_; 
in Inv. liegen, womit die Integr. des Invsyst. geleistet ist. Nun aber besitzt jenes vollst. 
Syst. n + k unabh. von 2 freie Lös., nämlich die Lös. des vollst. Syst. (p, FJ=0,..., 
(p,„_,F)=0 in den x,, »2;; hat man diese gefunden, so ergibt sich nach 8. 105f. 
und $. 123—125 durch Quadratur eine Lös., die z enthält. 

Sind @,,.-:, $,_, homogen von nullter O. in den p, so fällt auch diese 
Quadr. weg, denn dann hat das vollst. Syst. [(9, F]=0,...,[9,_,F] = die 
Lösung 2. 

S. 54, Z. 10—12. Diese Aufgabe ist also nach Z. 1—6 gleichbedeutend mit 
der, alle Lös. des vollst. Syst. (F\p)=0,..., (F,p) = 0 zu finden. 

S. 54, Z. 18—14 v. u., S. 56, Satz 1. Später hat Lie erkannt, daß es nicht 
nötig ist, die ausgez. Fkt. zu bestimmen, daß also die dazu erforderlichen Integrationsop. 
erspart werden können. Vgl. bier Abh. XVII, S. 273—275. 

S. 54, 2. 9—8 v. u. Von dem vollst. Syst. (F,p)=0 i=1,...,q-+ u) fehlen 
nämlich noch 2n — 2q—r— u Lös., und die sind zusammen mit F_ | ..---, 2, FR 
gerade die 2n — 2q — r fehlenden Lös. des vollst. Syst. (FA,p)=P0,..., (F,p) = 0. 

S. ea Z. 15—-19. Hier ist es nicht so, daß die fehlenden Lös. des vollst. Syst. 


(Fp)=0,..., (F,4ıp)=0 zusammen mit F,,,, die fehlenden Lös. des Syst. 
(FR, p)=9,..., (F,„$Y) = 0 sind. Dagegen ist unmiltelbar klar, daß die Se 
des Involsyst. F\ = Const., ..., F —= Const. die des kleineren F, = Const., . : ., 


n+1 
F',„ — Const. nach sich naht, 


S. 56, Z. 17—19. Unter der „alten Methode“ versteht Lie hier und im Fol- 
genden (S. 57—61) seine eigene Erweiterung der Cauchyschen Methode. Man er- 
kennt das aus der Umarbeitung der vorliegenden Entwicklung Math. Ann. Bd. VIII, 
S. 275—280 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Abschn. II, $ 17, 18, Nr. 38—40). 

S. 57, Z. 11. Die Ungleichheit 2» — 2v — 2q — 2m > 0 läßt sich schreiben: 


2n — gq— (rm +N>m, 

d. h. die Zahl der fehlenden Lös. des vollst. Syst. (F\f)=P,..., (Faf) =0 ist 2m. 

S. 58, Z. 16, 15 v. u. In den Math. Ann. Bd. VIH, S. 977 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. I, $ 17, Nr. 39) sagt Lie: „nach der von mir verbesserten Jacobischen Me- 
thode.“ Vgl. dazu hier Abh. X, S. 120—125. 

S. 59, Z.1 und 18. Den Fall 2»+m=2 bespricht Lie in den Math. Ann. 
a. 8. 0. 

S. 59, 2. 12—16. Es ist ja 2a — (?v tm +1)=m-+1. Vgl. S. 58. 

S. 62, Z. 11 v.u. — 63, Z. 12. Vgl. Math.-Ann. VIII, S. 300 f. (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. I, $ 26, Nr. 53). 


Zu Abhandlung VIII, 8. 64—95. 


In einem Briefe datiert: „Chra. Freitag Januar 73“ schreibt Lie an A. Mayer: 
„Wenn ich nicht sehr irre, mache ich eben eine äußerst wichtige Entdeckung hin- 
sichtlich Gleichungen f(z &,...%,?ı:---2,)=0, welche die unbekannte Funktion 
selbst enthalten“. Da der 31. Jan. 1873, an dem die Note zu Abh. VI (S. 30) ein- 
gereicht ist, ein Freitag war, so ist hierdurch der Tag festgestellt, an dem Lie den 
ersten Einblick in die Theorien von Abh. VIII gewann. Es dauerte freilich einige 
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Zeit, bis er seiner Sache ganz sicher wurde. Lange Briefe an Mayer, einer vom 
3. 2., einer vom 13. 2. mit einer Nachschrift vom 14.2, endlich noch einer aus dem 
März, enthalten Mitteilungen über die neue Theorie und zeigen, daß Lie allerhand 
Schwierigkeiten überwinden mußte, bevor er Alles vollständig beherrschte. 

Ausgearbeitet ist Abh. VIII anscheinend im März 1873 (vgl. S. 638). In einem 
um den 7.—10. April 1873 geschriebenen Briefe von Lie an A. Mayer heißt es: 
„Ich werde auf Ihre verschiedenen Bemerkungen Antwort geben, ferner ein paar 
Worte über meine letzte Abhandlung, die Sie eben empfangen haben, machen, end- 
lich auch über die nächste Abhandlung, die hoffentlich in 8—10 Tagen gedruckt 
vorliegen wird“, und weiter: „Sie werden es bemerken, daß meine erste Abhand- 
lung und noch mehr die zweite leichtsinnig in den Detaillen redigiert ist. Ich be- - 
trachte in der Tat dieselben wesentlich als eine Korrektur“. „Um das Wesen meiner 
Untersuchungen richtig beurteilen zu können, muß man festhalten, daß ich den Ver- 
einfachungen in der Integration nur ein sekundäres Interesse beilege. Das Haupt- 
interesse liegt in meiner Invariantentheorie. Dies tritt klarer in der zweiten Arbeit 
hervor.“ Endlich schreibt Lie gegen Ende April 1873 in einem Briefe, aus dem 
schon auf 8. 646 eine Stelle angeführt ist: „Es geht langsam mit dem Drucke mei- 
ner zweiten Note. Heute lese ich letzte Korrektur und dann schicke ich sie mög- 
lichst bald.“ „In meiner Abhandlung, die eben gedruckt ist, betrachte ich eigent- 
lich Berührungtransformationen der allgemeinsten Form: 


!=Flez,...2,_) %W=F@-..:2,_)» i=9;. 


Da ich indes die Mannigfaltigkeit z x, ... x, _, nach Jacobi-Imschenetzkys 
Vorgang durch die Mannigfaltigkeit x,...@,_, x, ersetze, so erhalte ich nur Funk- 


tionen von &, ...%, P,...P,, und zwar nur homogene Funktionen. Jene allgemei- 
nen B. T. nehmen nun eine noch mehr partikuläre Form 


y=X, du=P.. 

Hier sind X, und P, homogene Funktionen bzw. von nullter und erster Dimension. 
Solche Transformationen überführen homogene Funktionen in ebensolche von der- 
selben Dimension.“ 

In der Tat hat A. Mayer schon am 7. 5. 1873 einen Abdruck von Abh. VIII 
erhalten. 

Im Bull. d. Sc. math. findet sich an derselben Stelle wie für Abh. VII (vgl. 
8. 638) auch eine solche Inhaltsangabe von Abh. VIII. — In umgearbeiteter Fassung 
bildet die Arbeit einen Teil der Abh. Math. Ann. VIII, s. da $. 286—300 (d. Ausg. 
Bd. IV, Abh. I, Abschn. III, $ 21—25). 

S. 64, Z2.5,4 v. u. Imschenetzky Abh.]. 

S. 64, Z. 16. Eigentlich müßte es heißen: 


F(a,, RE BER a a a =0. 

8. 64, S. 3—1 v.u. Vgl. hier Abh. XIX, S. 287 — 293. 

8. 65, Z.1—5. Vgl. Abh. IX., S. 116 —119. 

8.66, 2.6, 10. Wegen der Klammerausdrücke vgl. die Anm. zu S. 29 auf 8. 637. 

S. 66, Z. 11. Vgl. die Anm. zu 8. 36, Z. 21 auf S. 644. 

S. 67, Kor. 1 u. 2. Eigentlich müßte es heißen: „so kann man 2» — 1 unabh. 
Lös. F von (HF)=0 so wählen, daß sie alle ausgenommen eine (H selbst) von 
nullter Dimension sind.“ 

S. 68, 2.10 v.u. Wäre hier K von h frei, oder h von allen p frei, so wäre 
die Behauptung schon bewiesen, also kann man annehmen, daß K, +0 und daß 
h nicht von allen 9 frei ist. 

S. 73, 2.3—5. Vgl. S. 36, Satz 3. 

8.73, 2.5f. Vgl. 8. 66. 


S. 74, Nr. 5. Vgl. die in Abh. II, S. 5—10 entwickelte Methode. 
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dH dH dK 


S. 75, Z. 18--20. Wäre = (0, so müßte 0 sein und also —— = 0, 
dp, —1 N dx, a. dp, 
dann aber fielen beide Gruppen zusammen. 
S. 80, Z. 13—-1 v. u. Man beachte, daß bei den hom. B.T. die Gl. &p, .- = 0 
wegen S. 65, Z. 3f. ihre Form behält. P; 


8.81, 2.6f. Den einfachen Beweis, den Lie Math. Ann. VIII, 8. 288f. (d. Ausg. 
Bd. IV, Abh. I, Abschn. III, $ 22, Nr. 45) gibt, hat er erst später gefunden. Zum 
ersten Male kommt dieser Beweis in einem Briefe vor, den A.Mayer am 8. 11. 1873 
erhalten hat. 

S. 81, 2.5—1 v.u. Da es Involutionssyst. mit mehr als » Gliedern nicht gibt, 
so ist nach der Bezeichnung in diesen Sätzen: m +tgq=n, m+?2q=n-+1, also: 
m—=n—1. 

8.83, 2.1—3. Hier stm tg=en—1,m+?2qg=n, aom=n —2. 

S. 83, 2.14 v.u. Darin liegt (vgl. S. 644), daß die Gl. von einander unabh. sind. 

S. 87, 2.9—12. Verschwinden alle /f,, so ist x notwendig #0, und man fin- 
det N ohne Integr. 

8. 92, 2.11—16. Hier besteht dasselbe Bedenken wie auf $. 49 (vgl. die Anm. 
dazu, 8.646). Nun gibt es aber hom. B. T., die jedes Wertsystem x,°, p,°, wo nicht 
alle p,° verschwinden, in jedes andere überführen, z. B. in das Wertsystem x, —= 0 
G=l,..,n,9,=1l,m=0(k=2,...,n) Eine solche hon.B.T. ist ja z. B.: 


2...0 
= —%') +2p (& — 2°), ie u oo x. ’ 
Pu 
pP, 5 , Pu =Pp, 2,5? (u=2,...,0). 
Hierin liegt, daß immer, wenn X,,..., X, PER RE PR, eine kanonische hom. 
Fktgr. ist, auch: jr; 
B(X, —A,) +28. Ar... Km Am: 
P B, B, 
B,' eh Arch BAR; dr Mu 


eine kan. Form derselben Gruppe ist, bei beliebigen Werten der Konstanten A,, B 
(B, +0). Ebenso ist für die kanonische hom. Fktgr. X,,..., X Pır--„P 


immer: aa 
Re 
B B B,+i 
Be pP nr DB Zip PETE D (=1,..,m-1), 
Be RER Ne BR De ET Te N 
Pm 
BD; 


eine neue kanonische Form. Hieraus geht hervor, daß man die Fkt.X,, P,X,, P/ 
stets so wählen kann, daß die Gl. 8. 92, Z. 14 durch zwei Wertsysteme x,, p, und 
x%;,P; befriedigt werden und somit wirklich eine Trf. darstellen. 

S. 98, Z.5—8. Hier Abh. XIX, S. 287—293. 

S. 93, Z. 7—5 v. u. 8. 94, Z. 8f. Die Bestimmung der ausgez. Fkt. ist nicht 
nötig; vgl. Abh. XVIII, S. 280—284. 

8.93, 2.2, 1 v.u. Ein m-gliedr. Involsyst., das einer hom. Gruppe angehört, 
besteht ja entweder aus lauter Funktionen nullter O. oder es enthält ein (m — 1)- 
gliedriges Involsyst. dieser Art. 

S. 93, 2.4,3 v. u., 94, Z. 1—4. Man bildet das (q-+ m)-gliedr. vollst. System: 


(ND-0,..., N4m-ıN=0, (HN)=0 
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mit g+r bekannten und 2n — (qg-+ m) — (q-+-r) unbek. Lös. Hat man eine Lös. 
N, + @urch eine Op. 2n — 2q — m — r gefunden, so fügt man die Gl. (N, 4{mf)= 9 
hinzu und sucht eine Lös. durch eine Op. 2a — 2q— m—r—2 usw. Dabei ist 
nach S. 46, Satz 10 die Differenz +r)— (a+m)=r— m und also auch die 
Summe r + m gerade. Durch n— q— 3(m-+-r) Schritte, deren letzter eine Op. 2 


erfordert, gelangt man also zu einem vollst. Syst. 
(NN=®, 05 N. -106-9-:N= (Hf)=0, 


dessen » + 4(r — m) Lös. die bekannten Fkt.: N,,..., N, -1e-m)-1 AR RERER 
._,, sind. Damit ist das Involsyst.: N, = Const,,..., N,_ 4r-m)-ı = Const., 
H == Const. und also auch das vorgelegte erledigt. 

S. 94, Z. 6f. Eigentlich müßte es heißen: „noch m ausgez. Fkt., sämtlich von 
nullter Dim.“ 


S. 94, 2.5 v.u. Man beachte, daß auch hier » + m gerade ist. Zur Bestim- 


mung von Naru ist eine Op. 2" —2q—- r — m — (2u — 1) erforderlich, und das 
wird eine Op 1, wenn 2u=2n—2q—r—m ode Hm +u=n— }(r— m). 
Von dem Syst.: (NF)=0,..., ER F)=0 

sind dann de n—Q’+r—m=n-- ag’ Lös. N,,..., N,_g; En EEG 
alle Lös. bekannt, also ist auch das Syst. N, = Const., ..., N = Const. integriert 
(vgl. S. 54). 


S.94, 2.2 v.u.— 95, Z.4. Nach den Bezeichnungen von 8. 56 ist 2?» Hm =r. 
Im Falle A tritt daher die Vereinfachung ein, daß statt der Op. m, m—1,...,1 


die Op. m—1,m—2,...,2,1,1 erforderlich sind, sonst ändert sich nichts. Im 
Falle B treten an Stelle der früher erforderlichen Op. 2n — 2q —r— m, 2n — 2q 
—r—m—2,... die folgenden: 2" —2qg — r -—m— 1,2n —2q — r—m—3,.... 


Eine Vereinfachung ergibt sich daher nur dann nicht, wenn 2 — ?q— r —_ m=0 
oder 9 +m=2n— q—r ist. Da die Zahl 9-+ m der ausgez. Fkt. <n ist, so tritt 
dieser Fall nur ein, wenn g+r>n ist, und zwar hat dann nach S. 53 die Zahl 
der ausgez. Fkt. ihren Maximumswert. 

S. 95, Z. 5—10. Von diesen Abhandlungen ist nur ein Teil geschrieben wor- 
den. Vermutlich ist Abh. XVI das, was von der ersten angekündigten Abh. wirklich 
ausgeführt worden ist. Von den übrigen Abh. liegen drei vor, nämlich hier Nr. XI, 
XXI und XIX. 

S. 95, 2.2, 1 v.u. Diese findet man Math. Ann. VIII, S. 301f. (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. I, Abschn. III, $ 26, Nr. 54). 


Zu Abhandlung IX, S. 96—119. 


In dem schon auf S. 646 erwähnten Briefe von Ende April 1873 schreibt Lie: 

„Es wird mir wahrscheinlicherweise notwendig, eine eigene Arbeit über Be- 
rührungstransformationen an und für sich zu machen. Wenn es mir nur gelingen 
könnte, Alles algebraisch zu entwickeln; aber darüber habe ich wenig Hoffnung. 
Jedenfalls wird Alles dadurch viel umständlicher, indem ich verschiedene Spezial- 
fälle behandeln müßte. — Iın übrigen habe ich die Idee, daß durch Zugrundelegung 
des Pfaffschen Problems Alles auch algebraisch sich einfach und gleichzeitig mit 
einmal allgemein gültig machen läßt“. Der darauf folgende Brief vom 3. 5. 1873 
enthält auch wirklich schon eine vorläufige Darstellung der Entwicklungen von 
S. 98—104. Ein zweiter Brief, der so beginnt: „Ich werde hoffentlich ziemlich bald 
(doch erst im Anfange Juni) Ihnen eine kleine Arbeit schicken, die etwa: Analy- 
tische Theorie der Berührungstransformationen heißen soll“, bringt den 
wesentlichsten Inhalt von S. 104—119. 

Anfang Juni schreibt Lie: „Die analytische Redaktion meiner Arbeit über 
Berührungstransformationen hat mir schreckliche Mühe gemacht. Freilich habe ich 


Integrationsvereinfachungen. — Gleichungen von Clebsch 651 


dabei neue Sachen gefunden. Diese Abhandlung ist druckfertig, aber es wird leider 
etwas mit dem Drucke dauern“ und in dem nächsten Briefe, wohl von Ende Juni: 
„Mit dem Drucke in unserer Akademie geht es schändlich schlecht. Ich lasse daher, 
um ein bißchen Druck für die Zukunft auszuüben, meine Arbeit über Berührungs- 
transformationen auf eigene Kosten drucken.“ „Da ich selbst meine Arbeit drucken 
lasse, so kann es nicht lange dauern, ehe Sie es erhalten.“ 

Auch von Abh. IX enthält das Bulletin an der auf 8. 638 angeführten Stelle 
eine Inhaltsangabe. — In umgearbeiteter Fassung bildet die Abh. einen Teil der 
Arbeit in den Math. Ann. VIII, nämlich 8. 218— 239 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. ], 
Abschn. I, $ 1—5). 

S. 96, Z. 14 v.u. Lie denkt dabei an dessen Ausdehnungslehren von 1844 
und 1862, s. Graßmanns ges. math. u. physik. Werke Bd. I, und ],. 

S. 96, 2.12. Vgl. L. Euleri, Opera omnia, ser. I, vol. 13: Institutiones caleuli 
integralis vol. III, Leipzig 1914, Vorwort S. X. 

S. 96, 2. 13. Vgl. die auf S. 636, Z. 28 ff. angeführten Stellen bei Jacobi. 

S. 96, Z. 6—3 v. u. Vgl. die Abh. „Über Komplexe“, Math. Ann. V, 1872 
(d. Ausg. Bd. II, Abh. D. 

S. 97, 2. 10—1 v. u. Vgl. die eben angeführte Abh. Abschn. I, $ 5, Math. Ann. 
V, 8. 158. Ferner hier Abh. IV, S. 18, VII, S. 35 Ann, 

S. 98, 2. 1f. Z.B. kann ja, wenn 2 eine Fkt. von &,,...,«, ist, die Trf. 
mehrere Relationen zwischen z’, &,’,..., x, liefern, so daß dann p,’,...,?, ihre 
Bedeutung als Ableitungen von 2’ nach &,',..., x, verlieren. 

S.98, 2.14 u. 11 v. u. Bisher hatte Lie für diese Ausdrücke die Abkürzungen 
[2F] und (2F) benutzt. Ab und zu fällt er auch später wieder in die alte Ge- 
wohnheit zurück; ich habe aber in dem vorliegenden Bande von hier ab alle For- 
meln mit der neuen Bezeichnung in Einklang gebracht. 

8.98, 2.4 v.u. Clebsch Abh. III, vgl. besonders S. 150, Theorem 2. Clebsch 
setzt dabei voraus, daß die Determinante der Ausdrücke: 


| _ 0X; 0X, 
nicht identisch verschwindet. Ist R der rationale Ausdruck, dessen Quadrat gleich 
der Det. der a;, ist, und setzt man: IR 


a 


1.88 1.. 2n 
ist: u Riyx 09 \_ ST Ri 069: 0%, 
so ist: 2 R Hy wm= 2 R dx, da, 
7 4 
Clebsch, der hierfür (p) und [px] schreibt, stellt übrigens die folgenden Gl. auf: 
GM) =9%, (FF)=0, (F)=un WW), (W)=HF,, 
wo 85, =0 fürı#kund =1füri=k. 
Daß die von Clebsch gemachte, von Lie nicht erwähnte Voraussetzung für 
den vorliegenden Fall unwesentlich ist, zeigt Lie Math. Ann. VIII, S. 245 — 248 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Abschn. I, 8 8, Nr. 19, 20). 
S. 99, 2. 9—13. Vgl. die auf S. 592 angeführte Briefstelle vom März 1873. 
8.99, 2. 16-11 v.u. Vgl. Jacobi, Abh. VI, $ 57 u. 59, Crelle Bd. 60, 8. 121 ff. 
130ff., Werke V, S. 128ff., 138ff. Clebsch Abh. II, Crelle 60, 8. 196—198. Aus 
der Voraussetzung, daß die kanonische Form nicht weniger als n—+1 Glieder ent- 
halten soll, folgt, daß fi, ...‚ 41» Fi, ---, 7, durch keine Relation verknüpft 
sind; daher können die Betrachtungen von Clebsch nur dann unmittelbar an- 
gewandt werden, wenn « keine Funktion der f, F ist. 
S. 100, Z. 11—9 v. u. Vgl. die Anm. zu S. 19, $. 630. 
S. 100, 2. 9—3 v. u. Das ist nirgends geschehen. Vgl. Ann. VIII, S. 223 (d. 
Ausg. Bd. IV, Abh. I, 82, Nr. 4). Was Lie selbst unter der „allgemeinsten Trans- 
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formation“ versteht, kann man nur erraten; es unterliegt aber keinem Zweifel, daß 


er die Transformationen meint, bei denen die El. der Gl. in allgemeinster Weise. 


so unter einander vertauscht werden, daß jede Integral-M, in eine Integral- M,„ über- 
geht. Bäcklund hat sie später wirklich bestimmt (in der Arbeit: "Über Flächen- 
transformationen“, Ann. IX, 1876, s. da S. 313—315), sie sind dadurch gekennzeich- 
net, daß sie die char. Str. der Gl. unter einander vertauschen, und zwar bestimmen 
sie, wenn man diese char. Str. auf die El. eines R, abbildet (vgl. 8. 600), die all- 
gemeinsten B.T. dieses R,. 

S.102, 2.18. In p,—t, H;*]) muß man natürlich nach Bildung des Klammer- 
ausdruckes setzen: p9, = 

S. 102, Z. 19—22. Bei der Substitution a= H, wird 2, f=0, folglich 
wird auch: of | 
Ge Nie a 76 4) =o0, 


d.h. [H, HH) = 0; ferner wird füra=H,: 


[ar 2) + SE 


[,A,)=[H, 4}, 
mithin [H,H;] = 0, woraus sofort [4,H;,] = 0 folgt. 

S. 102, Z. 8—4 v.u. Diese 2» +1 Gl. sind mit einander verträglich und be- 
stimmen die an—+ 1 Unbekannten, weil H,, H,, ‚ZH, unabh. Fkt. sind. 

S. 102, Z. 3—1 v. u. In den Math. Ann. "YI, 8. 925 (d. Ausg. Bd. IV, Abh.]I, 
8 2, Nr. 6) sind die Worte: „des indeterminierten Falles“ weggelassen, dafür findet 
sich der Zusatz: „Diese ist vollständig symmetrisch, was die Clebschsche nicht ist.“ 

Die Unterscheidung zwischen dem determinierten und dem indeterminierten 
Falle macht Clebsch schon in Abh. II, S. 194, während er die Ausdrücke det. und 
indet. erst etwas später auf S. 202 und 217 benutzt. 

S. 103, Z.8,7 v.u. D.h. ohne die Voraussetzung, daß H,, H,,.--; H, in 
bezug auf g-+1 der Größen p,,..., 2, von einander unabhängig sind. 

S. 103, Z2.2,1 v.u. Setzt man [UW] = A(W), [VYW]=B(W), so ist: 


A(B(W)) — B(A(W)) = [UV Wı] — [VEUW)] 
frei von den zweiten Ableit. von W, folglich enthält der Ausdruck: 
[UVWIı) +[VıW U] +{[WıUV)] 


keine Ableit. 2.O., weder von U, noch von V, noch von W. Nun ist, von den 
zweiten Ableit. von Y und W abgesehen: 


erw ne 


also kommt: 

[ULV WI) — [VIUWI] = [[IUVIW)]) +LUV]JW,+[VYW]U,+[WU)V,. 
Diese Formel ist eine zuerst von A. Mayer (Abh. XI, S. 370) angegebene Verall- 
gemeinerung derJacobischen Identität und liefert unmittelbar den gewünschten Beweis. 

Die q+ 1 Gleichungen [H,H]=0 sind nach S. 611 von einander unabhängig, 
solange +1 <n-+1 ist. 

8. 104, Z.8 v.u. Unter diesen Fall gehört ja der Ausdruck dz— Zp,da,. 

S. 104, Z. 6—4 v. u. Der erste Druck hat hier irrtümlich wieder „indetermi- 
nierten“. Nun handelt es sich aber im folgenden um die allgemeinste Art, den 
Ausdruck p, dx, ++ r„dx, auf die Form: 

12,0 
DI Pax, + dr .:: 1 Pır++ + Po) 
‘ 


zu bringen, wo X,,...,X,, P},..., P, unabh. Fkt. sind, so daß 2 auch als Fkt. 


# 


a ai ia nn a nn a a en 
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der X,, P, darstellbar ist. Es leuchtet ein, daß die Beziehungen zwischen den Fkt. 


X,,P, und 2 vollständig angegeben werden können, wenn man den Pfaffschen 
Ausdruck: 


1:58 
ZI pda; — AR (a4... nr Pircı Pu) 


in den 2n Ver. x,, p, in allgemeinster Weise auf seine Normalform P,dX, 


+ P,„dX, bringen kann. Das aber ist eben der determinierte Fall des Pfaffschen 
Problems. 


S. 106, Z. 11f. Es ist ja: 


n [X Sg [x, 4 =_0 (u =1,..49)- 


Überdies ist: [X = (X, 04 De: Pi = = 


und da die qgGl. (X, 8) = 0 von einander unabh. sind, so können die q Gl. IX, 9]=0 
nicht &, = 0 nach sich ziehen. Im übrigen vgl. die Anm. zu $. 103, Z. 2, lv.u. 

S. 107, Z2.1—3. Nämlich auf Grund von 8. 103. Die Gl. (X, Xymt lassen 
sich ja auch schreiben [X,X,] = 0. 

8. 112, Z.5 v.u. Hierbei ist #=k angenommen. 

S. 116, Z2.4—12. Auch Math. Ann. Bd. VIII, 8. 236 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I) 
$ 4, Nr. 12 spricht Lie den Satz ohne Beweis aus. Den ersten direkten Beweis hat 
A. Mayer veröffentlicht (s. seine Abh. VIII, ohne wesentliche Änderung als Abh. IX 
wieder abgedruckt). Lie selbst hat erst 1888 einen direkten Beweis veröffentlicht 
in der Abh.: „Zur Theorie der B. T.“, Abh. d. Kgl. Sächs. Ges. d. Wiss. Bd. XIV, 
Nr. 12, S. 553, Satz 18 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IV, Nr. 7). Er erwähnt dabei, daß 
der Satz bloß eine andere Form des hier auf $. 119 ausgesprochenen Satzes ist. 
Man hat nämlich in diesem nur die Gl.z’= Az-+ B wegzulassen und dann zu setzen: 

2 == Ya ıı y=y; Pig W=l...n-D), Pr mg. 
n n 
Ausgeführt ist das in der Th. d. Trfsgr. Bd. II, S. 139—145 (Leipz. 1889). 
Hierdurch wird auch das auf $. 116, Z. 16—12 v. u. Gesagte verständlich. 


Zu Abhandlung X, S. 120—125. 


A. Mayer besaß am 14. 11. 1873 einen Sonderabdruck. — Die ganze Arbeit 
ist ziemlich unverändert wieder abgedruckt in den Math. Ann. VIII, S. 240—245, 
1874 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 7). 

8.120, Z. 7—14. Die Jacobische Methode beruht auf dem Theorem III, Abh. VI, 
Crelle Bd. 60, S. 19, Werke V, 8. 22. Weiler und A. Mayer gehen beide von dem- 
selben Theoreme aus. 

S. 120, Z. 9—4 v. u. Vgl. 8. 99, Z. 9—15, ferner Abh. XII, S. 162ff. und 
8. 592, 631. 

S. 120, Anm. 2. Vgl. hier Abh. XVI, besonders 98. 221—223, 246— 248. 

S. 121, Z. 4—16. Sind die f, bekannt, so findet man die F', durch Auflösung 
linearer Gl. Aus den Clebschschen Gl. ((F',)) = F', folgt nun: 


(#9) m. (=2,...,0), 


1 
so daß man von der Gl. ((f)) = 0 die 2n — 1 Lösungen: fi, ::., In, Fr: Fıy:--; 
F„:F, kennt, die auch tatsächlich von einander unabhängig sind, wenn nur der 
Pfaffsche Ausdruck nicht auf weniger als n Differentiale zurückführbar ist. Vgl. 
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die Anm. zu $. 98, 2.4 v.u. Die Worte „in determinierter*“ Weise sind nicht im 
Sinne von Ülebsch zu verstehen, sondern bedeuten hier nur, daß die Zahl der 
Differentiale nicht unter n herabgedrückt werden kann. 

S. 1231, Z. 18—23. Vgl. S. 102. 

S. 122, Z. 10 u.1 v.u. Vgl. die Anm. zu S. 17, $. 628. 

S. 124, 2.3. Die &, sind von einander unabh. Fkt. 

S. 124, Z. 11. Da diese q Gl. von einander unabh. sind und » — q unabh. Lös. 
besitzen, so bilden sie ein g-gliedr. vollst. Syst. 

S. 125, 2.6,5 v.u. Durch die allg. Theorie der vollst. Lösungen (hier Abh. XII, 
S. 162ff.) werden die sich darbietenden Fragen erledigt. 

S. 125, 2. 4—1 v.u. Es müßte heißen: „Das durch die Elim. hervorgehende 
Gleichungssystem zwischen 2, %,,:..,x,“. Die durch dieses System dargestellte 
Punktmann. kann nämlich, wenn sie im Sinne von 8. 155 als Elementmann. aufgefaßt 
wird, eine Lös. der vorgelegten Gl. sein. 


Zu Abhandlung XI, S. 126—148. 


An derselben Stelle wie von Abh. VII (vgl. S. 638) enthält das „Bulletin“ auck 
von dieser Abh. eine Inhaltsangabe. 

Über die Vorgeschichte von Lies Untersuch. über das Pfaffsche Problem vgl. 
die Anm. zu 9. 10, 2.6,5 v.u. sowie Abh. V, S. 27, 2.4 v.u., 28,2.1—3. In einem 
Briefe, den A. Mayer am 22. 12. 1872 erhalten hat, heißt es ferner: „Ich lege an- 
bei einige Sätze, die über meine neue Behandlungsweise des Pfaffschen Problems 
Auskunft geben. Es ist eine neue Methode, die von dem Poisson-Jacobischen 
und Mayerschen Theoren völlig unabhängig ist.“ 

„Satz I. Sei vorgelegt 


(1) Nam +%,dy +: + X,,dag, = 0 
und bezeichne | Pl X... %g,) — Const. 


ein bekanntes Integral des zugehörigen ersten Pfaffschen Systems. Man führe (1) 
durch die Transformation 


Yn-1 
(2) Be ee a A Fa Bu Y .-1 
Play.) = Yan 
über in Yay+Ydy-+t:'+ Yo, dyn >. 
Hier setze man Y,, und Y,,_, gleich Null und betrachte in der reduzierten Gleichung 
(3) | Ydayt--+Y,,_s Won, = 


die Größen y,,_, und y,, die noch in den Koeffizienten Y vorkommen, als Para- 
ıneter. Es läßt sich dann zeigen, daß im Allgemeinen!) dıe Bestimmung eines 
Systems Integrale von (3) 


YlYyı Ya, g) = Const., ..., 9, _, = Fonst. 


die Integration von (1) nach sich zieht.“ 
„Man bringe nämlich (3) in der bekannten Weise auf die Form 


Pam Her Y.„_-ı3%.-ı = 0 


und eliminiere zwischen den 3» — 4 Gleichungen 


1) „Die Ausnahmefälle lassen sich a priori ausschließen.“ 
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v=%yY, (y’yı’- ‚ Yon 3) so Y°, Y,= 4°, ee Er we ’ 


2 äs 2 g et RB; fe — 2 
PR Pi ER a 
yp°=Const., %°=Const., ..., »,_, = Const. 


die 2n — 3 Größen y,°, Y3°, -.., Y%9%,_g, wobei » — 1 Gleichungen zwischen y,... 
Yg„ und n— 1 Konstanten hervorgehen.') Ersetzt man hier die Größen y vermöge 
(2) durch die ursprünglichen Variabeln x, so erhält man n — 1 Gleichungen, die 
zusammen mit = Const. ein System Integrale von (1) bilden.“ 

„Dieser Satz ist nicht ganz einfach. Wenn ich nicht irre, entspricht derselbe 
dem Wesen der Sache.“ 

„Satz 3.) Kann ein p-gliedriger Ausdruck in determinierter Weise auf einen 
m gliedrigen reduziert werden (?m<{ p), so führt man dies Problem darauf zurück, 
einen 2m-gliedrigen Ausdruck in determ. Weise auf einen m-gliedrigen zu bringen.“ 

„Dieser Satz dient u. a. dazu, eine kombinierte Anwendung der verschiedenen 
Methoden möglich zu machen.“ 

„Kennt man zufälligerweise mehrere Integrale des ersten Pfaffschen Systems 
(oder eines späteren Systems), so läßt sich dies in sehr schöner Weise verwerten. 
Man drückt die Ordnung der folgenden simultanen Systeme herab.“ 

Augenscheinlich bildet der Beweis des Satzes I den Hauptgegenstand der vor- 
liegenden Abh. XI. Den Beweis für Satz 3 findet man in Abh. XXI, S. 335—341. 

Am 26. 1. 1873 schreibt Lie an A. Mayer: 

„Eine nach meiner Auffassung naturgemäße Herleitung der Clebschschen Re- 


lationen 30, THH 6 


wird wohl möglich sein; obgleich ich es nicht völlig durchgedacht habe. Die Exi- 
stenz eines solchen Gleichungssystems zur Definition der Integrale des Pfaffschen 
Problems ist für mich so ziemlich selbstverständlich, wohl bemerkt, wenn man die 
neue Jacobische Theorie und die Pfaffsche Theorie begriffen hat. In gewissem 
Sinne hat jeder Satz über partielle Gl. 1. O. seine Ausdehnung auf das Pfaffsche 
Problem.“ 

„Ich denke folgende Arbeiten vorzubereiten, aber ich kann nicht beurteilen, 
wenn sie fertig werden. Etwa folg. Titel: 

„Götting. Nachr.: 1. Neue Behandlung des Pfaffschen Problems; 2. Über 
Vereinfachungen, die sich im Allgemeinen bei dem Pfaffschen Problem darbieten. 

„Math. Ann.: Zur Invariantentheorie der Berührungstransformationen. 

„Comptes Rendus: Sur les equations partielles du premier ordre.“ 

Von diesen Arbeiten ist nur die dritte geschrieben. worden (Bd. VIII, 1874, 
d. Ausg. Bd. IV, Abh. I). 

Im März 1873 heißt es dann: 

„Meine Arbeiten über das Pfaffsche Problem kann ich nicht veröffentlichen. 
Denn in Mannigfaltigkeitsdarstellung würden sie ganz unverständlich sein, und eine 
brauchbare algebraische Darstellung kann ich bis jetzt nicht finden. Ich müßte mich 
darauf beschränken, diejenigen Sätze, die ich Ihnen mitgeteilt habe, aufzustellen ;“ 

wieder im Juni 1873: 

„Später verschiedene Sachen über das Pfaffsche Problem und die betreffende 
Invariantentheorie. Ich weiß nicht, wenn ich dazu komme, meine neue Methode des 
Pfaffschen Problems zu redigieren. Die analytische Formulierung und Beweis- 
methode, die ja jedenfalls ihre große Berechtigung haben, machen mir schrecklich Mühe. 


1) Man löst nämlich die 2» —3 ersten Gl. nach y,°...yg,_; auf und setzt 
die gefundenen Werte in die n— 1 letzten ein, in denen man jedoch vorher dem 
Yg„_, einen beliebigen konstanten Wert erteilt hat. A. d. H. 

2) Es geht kein Satz 2 vorher. A.d. H. 
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In einem Briefe, den A. Mayer am 8. 11. 1873 erhalten hat, steht am Rande: 

„Ich lese Korrektur auf meine Integrationsweise des Pfaffschen Problems“ 
und in einem, den er am 9. 11. 1873 bekommen hat, liest man: 

„Es ist mir überhaupt gelungen, die Theorie der Diffgl. wie auch des Pfaff- 
schen Problems als eine Theorie der infinitesimalen Transformationen zu fassen. 
Eine solche Auffassung hat u. a. ihren Wert darin, daß sie neue Gesichtspunkte für 
die Untersuchung gibt.“ 

„Clebsch betrachtet eine Kategorie Pfaffscher Probleme: 


X,dz, + + X, dzyg„ =, 
welche er dadurch charakterisiert, daß sie in determinierter Weise die Form: 
af, +F,ahı +: + F,af, erhalten können.“ 


. „Nun ist es klar, daß jedes Pfaffsche Problem durch Multiplikation mit einer 
Größe M diese Eigenschaft erhalten kann. Die Größe M ist bestimmt durch eine 
lineare partielle Gleichung, die als mit dem ersten Pfaffschen Systeme äquivalent 
betrachtet werden darf. Hier existieren auch Sätze, welche erlauben, wenn zwei 
Multiplikatoren gegeben sind, dann einen neuen zu finden. Oder wenn man einen 
Multiplikator und ein Integral kennt, dann weitere solche zu finden.“ 

„Hat das erste Pfaffsche System die Form: 
oV oV 
DE ET Ag 0 


so hat die Gleichung des Multiplikators die Form: 


aM aM ; 
Ag . + e dx, = MF(a, ...%,). 


Endlich sagt Lie in einem Briefe, den A. Mayer am 12. 11. 1873 erhalten hat: 
„Ich betrachte es als einen großen Verdienst von Clebsch, daß er den in- 
determinierten Fall behandelt hat, aber ich halte nicht seine Klassifikation in den 
determinierten und indeterminierten Fall für gut. Ohne mir es eigentlich bewußt 
gewesen zu sein, habe ich beim indeterminierten Fall folgendes verstanden. Der 


Ausdruck 
usdruc Kdz +4 Konygı dgnrı 
kann nicht auf eine Form mit weniger als n + 1 Gliedern gebracht werden.“ 
„Im übrigen, wenn Xda+--- + Konygd&gnyg 


eine n-gliedrige Form erhalten kann und nicht eine Form mit weniger Gliedern, 
so kann man immer einen solchen Multiplikator M finden, daß die bei Behand- 


lung von MX,dx, + PER + MX, ,404&gny+7 


hervorgehenden Determinanten R(M) verschwinden. Ich betrachte M als einen In- 
tegrabilitätsfaktor. Die Gleichungen R(M) = 0 sind lineare partielle Differential- 
gleichungen.“ Er 

„Nachdem Clebsch den Vorteil gezeigt hat, den ein bekannter Multiplikator 
begründet, könnte man damit anfangen, einen solchen zu suchen. Es ist dies, was 
man bei der gewöhnlichen Behandlung der Gl. F(zx,...x%,P, ...2,) = 0 macht.“ 

„Ich schrieb Ihnen schon früher hierüber; das Verhältnis zweier Multiplika- 
toren ist ein Integral des Pfaffschen Problems. Kennt man zwei Multiplikatoren 
oder einen Multplikator und ein Integral, kann man mehrere solche finden. Hieraus 
lassen sich verschiedene Vorteile ziehen.“ 

„Meine erste Abhandlung über das Pfaffsche Problem behandelt nur P,,; 
dessen kanonische Form n Glieder. Die zweite: P,, +9 reduzierbar auf n Glieder. 
Die dritte, die ich in diesen Tagen redigiere, gibt eine neue Methode für den Fall, 
daß ein Multiplikator gegeben ist. Ich habe es in drei Abhandlungen zerlegt, ob- 
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gleich es nur ein neuer Gedanke ist. Später einmal muß ich eine Invarianten- 
theorie des Pfaffschen Problems schreiben; ich habe Alles im Kopfe.“ 

Die dritte dieser Abh. ist wohl unvollendet geblieben, die zweite ist jedenfalls 
damals nicht gedruckt worden, was sie enthielt, wird 1877 in Abh. XXI übergegangen sein. 

S. 126, Z. 8f. Vgl. S. 597. 

S. 126, 2.13 und 7 v.u. Jacobi, Abh. VI. 

8. 126, Z. 12—15. Clebsch, Abh. II u. Ill. 

S. 126, 2.16. Vgl. S. 587. Im März 1873 schreibt Lie an A. Mayer: 

„Sowohl Sie wie Klein haben mir in letzter Zeit Fragen hinsichtlich Natanis 
Arbeit über das Pfaffsche Problem vorgelegt. Selbst hatte ich schon früher ver- 
sucht, den eigentlichen Inhalt dieser unzweifelhaft verdienstvollen Abhandlung zu 
erforschen. Nun habe ich einen zweiten, aber leider auch unglücklichen Versuch 
gemacht. Ich werde hier kurz andeuten, wie ich vermute, daß die Sache steht.“ 

„Der Kürze wegen sage ich eine “Operation n’ statt der Bestimmung eines 
Integrals von einem System bestehend aus n gewöhnlichen Differentialgleichungen. 
Ich sage ferner eine Operation (n) statt der vollständigen Integration eines solchen 
Systems. Es ist also eine Operation (n) äquivalent mit dem Inbegriff der Opera- 
tionen n,n—1,n—2,...,3, 2, 1.“ 

„Die Integration der Gleichung 


X,dax, +X%,dr, +: + Xy,d2,,= 0 
verlangt in dem determinierten Falle 
1. nach der Pfaffschen Methode die Operationen 
(2n — 1), (?n — 3), (?n—5), ...., (8), (2), 1, 

2. nach der Natanischen die Operationen 

2n—1 

(2n — 3), 2n — 3 

(2n — 5), (2?n — 5), 2n —5 

(2n — 7), (2n — 7), (2n — 7), 2n —T 


(3), (8), (3) Re 


% 1, 1 ee FE. RE 
3. nach der Clebschschen 
2n —1 


2n — 3, 2n —3 
2n —5, 2n—5, 2n—b 
2n — 7, 2n— 7, 2n — 7, 2n—7T 


$ 3, 3, PE 
: i_ $- RES MR ER 

„Nach dem gewöhnlichen Maßstab ist also die Natanische Methode einfacher 
als die Pfaffsche, und jedenfalls die Clebschsche bedeutend einfacher als die 
Natanische“. 

„Ich begründe später diese meine Auffassung.“ 

„Im übrigen hat Clebsch u.a. das Verdienst, das Poisson - Jacobische 
Theorem auf das Pfaffsche Problem ausgedehnt zu haben. Freilich finden sich bei 
Natani Andeutungen hinsichtlich einer solchen Ausdehnung. Aber diese Natanis 
Bemerkungen sind doch wohl nur ein erster Schritt hinsichtlich dieser Ausdehnung. 
Im übrigen glaube ich, daß ich erst (in ungedruckten Arbeiten) das erweiterte 
Poisson-Jacobische Theorem für die Integration des allgemeinen Pfaffschen 
Problems verwertet habe.“ 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 42 
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„Natani gibt zuerst eine Theorie der totalen Gleichungen. Die vollständige 
Integration eines unbeschränkt integrablen Systems von m Gleichungen mit m + 
Variabeln verlangt nach ihm die Operationen 

(m), (m). :. ., (m), 
in Allem q Operationen (m).“ 
„Es liegt hier die Bemerkung sehr nahe, obgleich Natani sie wohl nicht ex- 
plizite gemacht hat, daß die Bestimmung eines Integrals von einem unbeschränkt 
integrablen System von »n Gleichungen mit m + gq Variabeln die Operationen 


(m), (m), ..., (m), m 
verlangt; ich meine qg— 1 Operationen (m) und eine Operation m.“ 
„Kombiniere ich diese Bemerkung mit dem, was Natani explizite sagt, so 
komme ich dazu, daß, wie oben gesagt, die Integration von 


%,dz +: + X, nd, = 0 
nach den Natanischen Theorien die Operationen 
2n—1 
(2n— 3), 2n —3 
a z Be 2n—5 


@, @), @ 8), 3 
F I, BR FE Fe | verlangt.“ 
„Würde man nicht die früher a naheliegende Benierkung als Natani 
bekannt ansehen, so muß man sagen, daß nach Natani die Integration von 
ZXdz = 0 die Operationen 


2n—1 
(2n — 3), (?n — 3) 
ee ern es, 


@), @), Oy 9), 8) 

g. 1, 1, BE ae ar 
verlangte, was auch einfacher als die Pfaffsche Methode. Aber selbst dies ist nicht 
explizite von Natani gesagt.‘ 

Man tut Natani sicher nicht unrecht,. wenn man es ausspricht, daß er die 
„sehr einfache und klare Darstellungsweise‘‘, deren die Theorie nach S. 302, Z. 9f. 
seiner Arbeit fähig sein soll, schuldig geblieben ist. Seine ohne allen Zweifel wirk- 
lich bedeutende Leistung für das Pfaffsche Problem hat deshalb auch fast keinen 
Einfluß auf die Weiterentwicklung der Theorie ausgeübt. Lie seinerseits liest in 
seinem Briefe aus der Natanischen Arbeit mehr heraus, als darin steht. Erst durch 
Verbindung des $ 5 mit den $$ 8 und 9 ergibt sich, daß man in der Tat die Inte- 
gration von X,dx, + + X,„dzs,„= 0 im determinierten Falle auf die von 
Lie angegebenen Operationen zurückführen kann; es bleibt aber sehr zweifelhaft, 
ob Natani selbet derartige Betrachtungen angestellt hat. 

Sehr zu bedauern ist es, daß Lie die zweite, umgearbeitete Fassung der 
Natanischen Abhandlung allem Anscheine nach gar nicht kennen gelernt hat. Er 
würde sonst Natanis Leistung vielleicht doch anders gewürdigt haben. Er würde 
auch gefunden haben, daß Natani ihm selbst in einem Punkte zuvorgekommen 
war. In der Tat, auf $. 358 von Abh. II spricht es Natani ausdrücklich aus, daß 
er mit vollem Bewußtsein die Theorie der partiellen Diffgl. 1. O. an die ursprüng- 
liche Pfaffsche Methode angeknüpft habe, die ihm die natürlichste und einfachste 
zu sein scheine. Deshalb habe er auch schon vor dem Erscheinen der „Nova me- 
thodus“ von Jacobi die ursprüngliche Pfaffsche Methode zur Erlangung der Ja- 
cobischen Resultate eingeschlagen. 
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S. 126, Z. 19. Clebsch bespricht auf S. 263 seiner Abh. IV die Weilersche 
Abh. II. 

S. 126, 2.20. A. Mayer, Abh. IV. - 

S. 126, Z. 12—10 v.u. d. h. keine weitere als die von A. Mayer erreichte. 
Für den Fall der part. Diffgl. 1. O. beweist das Lie ın Abh. XVI, S. 221 ff. 

S. 126, 2.6—3 v.u. Jacobi, Abh. HI. A. Mayer, Abh. II. 

S. 127, Z. 5. Vgl. die Anmerkungen S. 616 und $. 628 ff. Lie benutzt zwar 
hier die Zurückführbarkeit des zweigliediigen vollst. Syst. A, (9) = 0, A,(y) = 0 
in 2» —1 Veränd. auf eine Gl. A(y) = 0 in 2n — 2 Veränd. (8. 140—142), aber 
er macht nur von der Tatsache Gebrauch, daß die vollst. Integr. von A(y) = 0 die 
vollst. Integr. des vollst. Syst. nach sich zieht. 

S. 127, Z. 16—19. In der Selbstanzeige sagt Lie auf $. 148, Z. 14—18 deut- 
lich, was damit gemeint ist: es soll die n-gliedrige Form 


I. 
Poa=DF,af, 


so beschaffen sein, daß die f,, F', unabh. Fkt. sind. Vgl. S. 132, 1386. 

S. 127, 2.19 v.u. Pfaff löst in seiner berühmten Abh. (s. S. 587) die Auf- 
gabe, die Gl. P,„=0 durch Einführung neuer Veränd. y,,...,Y;,_,,? auf eine 
Gl. zurückzuführen, die nur noch die 2» — 1 Ver. y, enthält. Zu diesem Zwecke 
verlangt er, daß P,, die Form 

1...3n—1 


(1) Ba=N B2@.- 2, Ye 08, 


erhalte, wo it nur in dem Faktor N auftritt; er muß also die Gl. 


2.08 2.0 
6x et 0x 
EA = —— — u = vy= n- 
(2) > X, 31 0, »(# >) 1.) 0 (v=1,..,2n—-1) 
u M 


befriedigen. Diese ziehen, wenn man 


bildet und N,:N=4, na, (,k =1,...,2n) 

. ; 

setzt, die folgenden nach sich: i 
f 1:38 0%, dx, 1.88 ox, n 
> WLSFTE FIT r > X, öy, (v=1,..,2n-1) 

3) uk u 

5 er 0x, dx, 1 ” dx 
- Da NT TE 
\ uk A 


durch die sie überdies, wenn #0 ist, ersetzt werden. Die Gl. (3) aber können 
nur bestehen, wenn die Gl. a” 


> 0% 
(4) - EZ = X, („=1,.42n) 
erfüllt sind. Aus (4) endlich folgt, wenn A=#0 ist: 


| u 
@) DRFE=0, 
k 


42° 
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und es leuchtet ein, daß (4) und (4°) zusammengenommen immer, auch wenn A ver- 
schwindet, das System (2) ersetzen. 

Verschwindet die Det. der a,,, so verschwinden auch alle ihre (2n — 1)-reihi- 
gen Unterdet., und man kann die Gl. (4) und (4’) befriedigen, indem man A = 0 
wählt, also läßt sich dann P,, nach (1) auf einen Ausdruck in 2n — 1 Ver. zurück- 
führen, was durch die von Lie gemachte Voraussetzung ausgeschlossen ist. Demnach 
muß diese Det. +0 sein, man kann 4=1 setzen und erhält durch Auflösung von 
(4) mit Anwendung der Clebschschen Bezeichnungen (vgl. 8. 651) 


: dx, ILSER Buyy 
(8) ES Tat; Kae” (=1,..,2R) 
7 

zur Bestimmung der x, als Fkt. von t. Die von t unabh. Ver. y, sind dann, als Fkt. 
der x, betrachtet, Lösungen der lin. hom. part. Diffgl. 

0ER 
S A 

RB: # x, 
av 

oder, was auf dasselbe hinauskommt, die 2n —ı Gl. y, = Const. sind ebensoviele 
unabh. Integrale des sim. Systems: 


1...2n I 
(6) > EN REr Sannda DIET DRS 


Hierin liegt zugleich, daß in der Normalform von P,,„, die sich ja schreiben läßt: 


(SB) 


die 20 —1 Ausdrücke fi, ..., fu, Fi: Fun ---, F)_,: F, unabh. Integrale dieses 
sim. Systems sind. Das hat übrigens zuerst J Kahl gezeigt, Abh. III, Crelle 17, 
S. 155f., Werke IV, S. 120. 
Das System (6), das man auch in dem Falle bilden kann, wo die Zahl der 
Veränderlichen , nicht gerade ist, ist das sogenannte erste Pfaffsche System. 
S. 128, Z. 14—10 v. u. Vgl. die Anm. zu $. 132-136, 136—140, 140—145. 
S. 128—131. Die Hauptlösungen hat Jacobi zum ersten Male in Abh. III be- 
nutzt. Er zeigt dort in $ 9 (Crelle 17, 8. 136141, Werke IV, $. 100-104), daß 
bei einer part. Diffgl. e 0. die vollständige Integration des ersten Pfaffschen 
Systems zur Erledigung des ganzen Problems genügt, sobald man zu Integrations- 
konstanten die Anfangswerte der Veränderlichen wählt. Nachher zeigt er noch, daß 
man auf diese Weise beim allgemeinen Pfaffschen Probleme alle die nach einander 
zu integrierenden simultanen Systeme hinschreiben kann, obne auch nur von einem 
einzigen ein Integral zu kennen ($. 156—161, bzw. 120—126). Allerdings spricht 
Jacobi nicht von den Lösungen einer lin. part. Diffgl. 1. O., sondern nur von den 
des zugehörigen sim. Syst. Ebenso verfährt er in $12 der Abh. IV (Crelle 
23, S. 47—49, Werke IV, 8. 196f.). Natani überträgt die Jacobischen Betrach- 
ee auf unbeschränkt integrable totale Systeme und wendet das auf das allge- 
meine Pfaffsche Problem an; er bedient sich des Ausdrucks Hauptintegrale 
(Crelle 58, S. 302). Die Benennung Hauptlösungen scheint von Lie zu stammen. 
9.129, 2.2 v.u. Die Konstante «, muß so beschaffen sein, daß für x, = &, 
erstens X,,..., X, sich alle regulär verhalten und zweitens X, nicht verschwindel, 
S. 130, 2. 12. Eigentlich müßte geschrieben werden: ER er 
S. 130f. VII—XIN. Diese Sätze gehen natürlich nicht auf Jacobi zurück, der 
den Begriff des vollst. Syst. noch nicht kannte. 


EN A un re Pe a a EHE Lie me nn ia a Aka rare Ai in 2a dan 
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S. 131, Z. 6—8. Man vergesse nicht, daß für Lie in dem Begriffe des vollst. 
Syst. die Unabh. der m Gl. liegt (vgl. S. #44, 2.8, 7 v. u.). 

S. 131, 2.12—9 v.u. „Gemeins. Lös. besitzen“ bedeutet hier nur: durch solche 
Werte der Abl. befriedigt werden, die nicht sämtlich verschwinden. Notw. u. hinr. 
Bed. ist ja, daß die Gl. A,(V)= 0 nach den Abl. von V nach «, .,&, auf- 


lösbar sind. 
S. 131, 2.3 v.u. Eigentlich müßte es heißen: 


-m+1?' 


ha, , hm Im mrir 7 Apr Eun-m+1' de a). 
S. 132, Z. 9—15. Vgl. die Anm. zu S. 127, Z. 16—19 und Z. 19 v.u. 
S. 134, Z. 16, 15 v.u. Jacobi, Abh. III, Crelle 17, S. 156—158; Werke IV, 


S. 121— 123. 
S. 136, Z.4. Es müßte zugesetzt werden: „für die X, nicht verschwindet“. 


S. 132—136. Die diesen Entwicklungen zugrundeliegenden Mannigfaltigkeits- 
betrachtungen (vgl. S. 128, Z. 14-10 v. u.) lassen sich wiederherstellen. 
Deutet man in dem Pfaffschen Ausdrucke: 


1...n 
P„= >, 0 D)ÄR, 
« 


die Ver. &,,...,:x,„ als Punktkoord. eines R,, so ordnet die Gl. P,= 0 jedem 
zu. Hiermit ist ein geom. Bild der Gl. P),=0 gewonnen, das sich nicht ändert, 
wenn man an Stelle der x, neue Ver. einführt, das also von dem benutzten Koord:- 
natensystem unabhängig ist. 

Die Gl. P,= 0 integrieren heißt, für einen möglichst kleinen Wert von n — m 
auf alle möglichen Arten n — m solche unabh. Fkt. ,,..., P„_ bestimmen, daß 


P, in der Form: 
ge er Ddyr: + RR; 


darstellbar ist. Wir können das auch so ausdrücken: Es sollen für einen möglichst 
großen Wert von m alle solchen Zerlegungen des R, in o0"”""” M,:9, = Const,, 
2204 Pn—_ = Const. bestimmt werden, daß in jedem Punkte jeder W,, die ©”! 
Tangentialricht. der M,, dem ebenen Bündel von 00””? Richt. angehören, das 
P„= 0 dem Punkte zuordnet. Abgesehen von gewissen singulären Integralmann. 
sind dann diese M,, die größten Integralmann., die P,= 0 besitzt. Es stellt sich 
überdies heraus, daß man bloß eine Zerlegung des R, in solche größte Integralmann. 
zu bestimmen braucht (vgl. S. 99). 

Verbinden wir mit dieser geom. Deutung der Gl. P,=0 den Begriff der inf. 
Trf. (vgl. Lies Brief an A. Mayer, S. 656), so erscheinen die ursprüngl. Entwickl. 
Pfaffs (S. 659) in ganz neuem Lichte. 


Pfaffsches Problem und infinitesimale Transformationen. 
Pfaff will den Ausdruck P, = 2«a,dx, durch Einführung neuer Ver. 


Yıyı ++, Y, auf die Form: REN 


1 u IT REEERR 9 BD] PR C RRRE ARRAY 1. EL‘ ARE 
u 


bringen, wo y, höchstens in eg vorkommt. Nun ist ©, _ ‚= 0 offenbar die allgemeinste 
Form einer Pfaffschen Gl. in y,,...,%,, die bei allen inf. Trf. von der Form 
dy, =0(u=1l,...,n—1),dy, = o6dt invariant bleibt, bei ganz beliebigem o. 
Ist e auch noch von y, frei, so daß es also gleich 1 gesetzt werden kann, so ist Q,_, 
der allgemeinste Pfaffsche Ausdruck in %,, ..., %,, der bei allen diesen inf. Trf. inv. 
bleibt. Die angegebenen inf. Trf. bilden eine Schar, die durch ein sim. System be- 
stimmt ist, und haben die Eigenschaft, daß zp,d y, für sie verschwindet, sie führen 
also jeden Punkt des R, nach einer Richt. fort, die dem durch Q,_, bestimmten 
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Bündel von 00" ”* Richt. angehört. Beide Eigenschaften sind von dem benutzten 
Koordinatensysteme unabhängig, mithin ergibt sich: Soll P, auf die Form Q,_, 
gebracht werden können, wo e nicht von y, frei zu sein braucht, so ist notwendig, 
daß die Gl. P,=0 bei einer durch ein sim. Syst. bestimmten Schar von inf. Trf. 
inv. bleibt, die den x, solche Zuwachse dx, erteilt, daß Za,öx;,—=0 wird. Soll P, 
die Form Q,__, erhalten können, wo e=1 ist, so ist notwendig, daß der Ausdruck 
P, bei einer solchen Schar von inf. Trf. inv. bleibt. Diese notw. Bed. ist aber in 
jedem der beiden Fälle zugleich hinreichend. Gibt es nämlich eine Schar von inf. 
Trf. von der verlangten Art, so haben alle inf. Trf. der Schar dieselben Bahnkurven: 
wählt man daher die Koord. y,,...,%, 80, daß y, = Const.,..., %, _, — Const. die 
Bahnk. sind, so nehmen die inf. Trf. gerade die vorhin angegebene Gestalt an und 
 P,„ erhält infolgedessen die verlangte Form Q,_, 

Sucht man alle inf. Trf. 9, =8,dt(i=1,..., n), für die Za,dx, verschwin- 


det und bei denen die Gl. P„= 0 inv. bleibt, so hat man außer Za,&,—= 0 noch zu 
verlangen: 


13:7% 2 1... Be 1...n 
ö >’ ,d2,= > 5 6,da,öt+ >’ ojdist=o >’ da,ör, 
i iv r ’ i 
. . 0a, 0a, . 
was bei Anwendung der Bezeichnungen Va ve eaaet , die Gl 
x, 2, 
1...n 
De 3 N 
7) a 
Da,b,= oo, (=1,..,%) 
v 


ergibt. Können diese überhaupt befriedigt werden, ohne daß &,,..., $,, o alle ver- 
schwinden, so erhält man aus ihnen immer mindestens eine Schar von inf. Trf., 
die zu einem sim. System gehört und die Gl. P,„=0 oder sogar den Ausdruck P,, 
inv. läßt. 

Man bemerkt sofort, daß die früheren Gl. (4), (4°) nur ein besonderer Fall der 
Gl. (7) sind, der nämlich, wo n gerade ist. Nach dem damals Gesagten können da- 
her die Gl. (7) für gerades n stets befriedigt werden, während das für ungerades n 
nicht der Fall zu sein braucht. Die Gl. P,=0 kann daher durch Einf. neuer Ver. 
Yyy:--, Y„ immer anf eine solche Form: 


1...2m—1 
(8) Du Wir: Yan) I Bu Wis. Yam-d) AV, = 0: (!msm 
u 


gebracht werden, daß sie nur 2m — 1 Ver. wirklich enthält, daß sich aber die Zahl 
der in ihr auftretenden Veränderlichen nicht unter 2m — 1 herabdrücken läßt. Für 
den Ausdruck P, selber macht es dabei einen Unterschied, ob ge die Ver. y,,, ent- 
hält oder nicht. Im ersten Falle kann die Zahl der Ver. in P, auf 2m, nicht aber 
auf weniger herabgedrückt werden, im zweiten Falle auf 2m — 1, nicht aber auf 
eine kleinere Zahl. 

Es sei (8) eine Form von P,, die den eben besprochenen Anforderungen ge- 
nügt. Fragen wir dann in den Ver. %,,..., y, nach allen inf. Trf., die P,=0 inv. 
lassen und für die Zß,dy, = 0 wird, so finden wir dy,=0,..,06%,._-ı= 
während dy,  „„ = dt (k=0,1,...,n — 2m) ganz willkürlich bleiben. Wir er- 
halten also eine Schar von inf. Trf., der das System der lin. part. Diffgl. 


of 


nennen re (k=0,1,...,n—2m) 
OYym+k 
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entspricht. Da diese Gl. ein (n — 2m + 1)-gliedr. vollst. System bilden, was eine 
von der Wahl der Ver. unabh. Eigenschaft ist, so können wir schließen, daß der 
Inbegriff aller inf. Trf., die P,= 0 inv. lassen und &«,dx, — 0 machen, stets eine 
Schar bildet, der ein gewisses (n — 2m + 1)-gliedriges vollständiges System von lin. 
part. Diffgl. 1. O. entspricht. Der Fall 2m —1=n bedeutet dabei, daß es keine 
inf, Trf. von der verlangten Beschaffenheit gibt. 

Enthält e die Ver. y,,, so kann man es durch y,,, ersetzen, ist es von 
Yam frei, so kann man es gleich 1 setzen. Sucht man dann alle inf. Trf., die 
den Ausdruck P, inv. lassen und Zß,°y,„=0 machen, so findet man im ersten 
Falle: öy=0,...,d%,._-1=0, dy,=0 und dy 41 :::, dy, beliebig, 
im zweiten: dy, =0,...,d6y,_,=0 und dy,,„, Ygn+17 :--, 0y, beliebig. 
Demnach bildet auch der Inbegriff aller inf. Trf., die den Ausdruck P, inv. lassen 
und £«a,ö2,=0 machen, stets eine Schar, der ein gewisses vollständiges System 
entspricht. Die Gliederzahl dieses vollst. Systems ist n — 2m oder n — 2m + 1, 
je nachdem P, „ auf einen Ausdruck in 2m und nicht weniger Ver. oder auf einen 
Ausdruck in 2» — 1 und nicht weniger Ver. zurückführbar ist. Im zweiten Falle 
ist das vollst. System identisch mit dem, das die inf. Trf. liefern, die die Gl. P, = 0 
inv. lassen. 

Handelt es sich bloß um die Gl. P,=0, so bleibt o unbestimmt, und das 
betr. System von lin. part. Diffgl. entspricht offenbar dem totalen Systeme, das 


durch die Gl. er 
Da,de, =0 
5 


(9) Te 


d. h. durch das erste Pfaffsche System geliefert wird. Handelt es sich um den 
Ausdruck P,, so ist o=0 zu setzen, und das betr. System von lin. part. Diffgl. 
entspricht dem totalen Syst. 


Re BER 
(10) De,de, = (0, > a,,de, = (0 (=1,...,R). 
v v 


Demnach ist jedes dieser totalen Systeme, wenn es nicht etwa das’ Verschwinden 
aller dx, nach sich zieht, unbeschränkt integrabel. 

Die Vermutung ist wohl nicht zu kühn, daß Lie ungefähr auf diesem Wege 
zu der Einsicht gelangt ist, daß die erwähnten totalen Systeme unbeschränkt in- 
tegrabel sind. Allerdings sind wir damit schon weit über den Inhalt dessen hinaus- 
gegangen, was Lie in der vorliegenden Abhandlung von seinen damaligen Unter- 
suchungen veröffentlicht hat. 


Gleichungen P,,, — 0, die nicht auf weniger als 2 — 1 Veränderliche 

zurückführbar sind. 

Lie setzt S. 132 voraus, daß P,,, die Normalform Z F,df, erhalten kann, wo 
die f; und F', von einander unabh. sind. Sucht man alle inf. Trf., die die Gl. 
EF,df,=0 inv. lassen und den f,, F, solche Zuwachse erteilen, daß ZF,öf,—= 0 
wird, so erhält man wegen: 

=dYyF,öfh,= NdF,df, + ZF,döf, 
die Bedingung 


0.0 1 EM ee 1...% 
ea > Fa D(F,döf, +8 F,df)= 6 N F,af,dt= Z(@F,df, --ÖfidF), 
’ i i i 
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aleo df,=0, dF,=cF,öt, wo co beliebig bleibt. Die gesuchten inf. Trf. lassen 
daher sämtlich die 2n — 1 unabh. Fkt. f,... fu, Fı:Fiı--.» EN inv., 
d. h. sie haben alle dieselben Bahnkurven. Für «= 0 insbesondere verschwinden 
alle Zuwachse, es gibt also keine inf. Trf. der verlangten Art, die den Ausdruck 
ZF,df, inv. läßt. 

Für den ursprünglich gegebenen Ausdruck P,, liefert demnach die von Lie 
gemachte Voraussetzung folgendes: Erstens darf &«,dx, bei keiner inf. Trf. inv. 
bleiben, für die Za,dx,= 0 wird, zweitens aber muß die Gl. Za,de,=0 bei 
unendl. vielen derartigen inf. Trf. inv. bleiben, die alle dieselben Bahnkurven haben. 
Man überzeugt sich leicht, daß die erste Forderung auf das Nichtverschw. der Det. 
der &;x, S. 662, hinauskommt, und daß dann die zweite Forderung von selbst erfüllt 
ist: die verlangte Schar von inf. Trf. wird durch das zu Z«,.x, gehörige erste 
Pfaffsche System bestimmt. 

Die Liesche Forderung oder, was auf dasselbe hinauskonunt, das Nichtverschw. 
der Det. der «,, sagt aus, daß der Ausdruck I«,dx, nicht auf weniger als 2» 
Ver. zurückführbar ist. Verlangt man bloß, daß die Gl. P, „= 0 nicht auf weniger 
als 2n — 1 Ver. zurückgeführt werden kann, so ist das Nichtverschw. der Det. der 
%j; zwar hinı., aber nicht notwendig; diese beschränktere Forderung ist nämlich 
offenbar damit gleicl dedeutend, daß der Ausdruck P,,„ nicht auf weniger als 
2n — 1 Ver. zurückgeführt werden kann, sie ist also, wenn die Det. der «,, ver- 
schwindet, immer noch dann, aber auch nur dann, erfüllt, wenn der Ausdruck 
&c,dx, bei unendl. vielen inf. Trf. inv. bleibt, die 2«,dx,= 0 machen und die 
alle dieselben Bahnkurven haben. Man findet, daß dies dann und nur dann eintritt, 
wenn in der Matrix 


11) E 


vw My u 
I 
der Gl. (10) alle »-reihigen, nicht aber alle (n — 1)-reih. Det. verschwinden. 

Zu jeder Gl. P,„=0, die nicht auf weniger als 2n — 1 Ver. zurückführbar 
ist, gehört daher eine ganz bestimmte Schar von inf. Trf., für die Ya, dx, = 0 wird. 
Alle inf. Trf. der Schar haben dieselben Bahnkurven. Ist die Det. der «,, von Null 
verschieden, so !assen diese inf. Trf. die Gl. P,,_ = 0 inv., nicht aber den Ausdruck 
P,„; sind dagegen alle n-reihigen, nicht aber alle (n — 1)-reihigen Det. der Matrix 
(11) gleich Null, so lassen die inf. Trf. nicht bloß die Gl. P,,_= 0, sondern auch 
den Ausdruck P,, inv. In beiden Fällen ordnet die Schar der inf. Trf. jedem 
Punkte des R,, eine Fortschreitungsricht. zu, die dem durch P,„— 0 bestimmten 


ebenen Bündel von 00°”? Richt. angehört und die wir die char. Richt. des 
Punktes nennen wollen. Dementsprechend nennen wir die Bahnkurven dieser inf. 
Trf. auch die Charakteristiken von P,,„=0. Die Diffgl. dieser Bahnkurven 


werden durch die Gl. (9) oder (10) geliefert, je nachdem die Det. der «,, ver- 
schwindet oder nicht.!) 


Hat man P,„= 0 integriert, also den R,, in oo” Integral-M, f, = Const.,..., 
f„ = Const. von P,,= 0 zerlegt, so besteht eine Identität von der Form 
P,n = Fafh + +F,df,, wo unter den Fkt. f,.-„ fü Fir. ., 7, entweder 
2n oder bloß 2» — I von einander unabh. vorhanden sind, je nachdem die Det. 
der «,, von Null versch. oder gleich Null ist. Im ersten Falle sind dann offenbar 
f, = Const.,...,f, = Const., F}: F' = Const. (k=1,...,n —1) die Char.von P, „=, 
im zweiten Falle werden sie durch die Gl. f;(&,,...,, m „aha... Zn 
F (a. )= F,(@&°,...,09,) @=1,...,n) dargestellt. Die Char. sind also 
immer angebbar, sobald P, = 0 integriert ist. 


1) Man vgl. hierzu die Auseinandersetzungen von Lie, Math. Ann. VIII, 
S. 245—248 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 8 8). 
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Die Integral-M,, f, = Const., ..., f, = Const., die offenbar größte Integralmann. 
von P,„=0 sind, sind augenscheinlich von je oo" ”' Char. erzeugt. Diese Eigen- 
schaft der größten Integralmann. von P,,„= 0, von Char. erzeugt zu sein, ist nur 
ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes. 


Bleibt nämlich die Pfaffsche Gl. P, =a,dr, +:::+a,dz,—=0 bei einer 
Schar von inf. Trf. dy—o.&öt NER 
inv., wo e willk. ist und wo die Zuwachse dx, den Ausdruck Z«,dx, identisch 
Null machen, sc sind die größten Integralmann. von P, = 0 immer von Bahnkurven 
dieser inf. Trf. erzeugt. 

In der Tat, ist M,, eine Integralmann., die nicht von Bahnkurven unsrer inf. 
Trf. erzeugt ist, und legen wir durch jeden Punkt von M,, die hindurchg. Bahnk., 
so erhalten wir eine M,,,,, die auch dadurch entsteht, daß man unsre inf. Trf. 
unendlich oft auf M,, ausführt. In jedem Punkte der M,, sind die oo” Tangential- 


richtungen dieser M, „+1 bestimmt durch die oo” zu Tangentialricht. der M,, und 
durch die Fortschreitungsricht., die die inf. Trf. dem Punkte zuordnen, sie gehören 
also alle dem Bündel von 00” ”* Richt. an, das P), = 0 in dem Punkte bestimmt. 
Da nun P,=0 bei den inf. Trf. inv. bleibt, so gilt das soeben für einen Punkt 
der M,„ Gesagte auch von den oo” Tangentialricht. der M,, in jedem andern 
ihrer Punkte; d. h. die M,,+, ist eine von Bahnkurven unsrer inf. Trf. erzeugte 


Integralmann. von P,=0. Hat man den ganzen R, in 00” "" Tntegral- M,„ zerlegt, 
die nicht von Bahnkurven erzeugt sind, so liefert unsre Konstr. 00”""" Integral- 
M,„+; die von Bahnkurven erzeugt sind, und unter diesen kann man immer 
oo"= "1 go auswählen, daß sie den R, gerade einmal erfüllen und also eine Zer- 
legung des R, bestimmen. Erwähnt sei noch, daß die oo! Lagen, welche die M,, 
bei unendlich oft wiederholter Ausführung der inf. Trf. annimmt, lauter m-fach aus- 
gedehnte Integralmann. von P, = 0 sind. 

Auch dieses Ergebnis kann noch erweitert werden. Wenn nämlich die inf. Trf., 
die P„= 0 inv. lassen und &«,dx, = 0 machen, einem (n — 2m + 1)-gliedr. vollst. 
Syst. entsprechen, so wird der R, durch 2m — 1 unabh. Lös. dieses vollst. Systems 
Ton a M,„_gam + ı Zerlegt, und jede größte Integralmann. von P,= 0 ist von 
lauter solchen M,_,, ;, ı erzeugt. 


Der zuerst es besondere Fall des Satzes ist uns übrigens in noch weiter 
spezialisierter Fassung schon einmal begegnet. Man erinnere sich nur an den Satz, 
daß die Integral-M,, jeder part. Diffgl. 1.0. des R,,, 2, %,, . . -, x, Ian allgemeinen 
von char. Str. der Gl. erzeugt sind (S. 598). 


Lies Zurückführung von P,, auf P,._-ı 


Wir kehren jetzt zur Betrachtung des Ausdrucks P,, zurück, halten aber die 


von Lie gemachte Voraussetzung (s. 8. 663f.) fest, daß der Ausdruck nicht auf 
weniger als 2» Ver. zurückführbar ist. 


Wir schneiden P, , = 0 mit einer (2n — 1)-fach ausg. Ebene E,, _,') von allg. 
Lage, d. h. mit einer solchen, für deren Punkte die char. Richt. im allg. nicht in 
die E,,_, fallen. Dann erhalten wir auf E,,_, eine Pfaffsche Gl. P,„_ı = 
in 2n — 1 Ver., die wir ohne Integration hinschreiben können. 

Ist P, „= 0 schon integriert, ist also der R, , in 0 Integral-M,, von P,„ = 0 
zerlegt, so ist P,,_,=0 von selber integriert, denn E,,_, wird durch diese M, 
in 00” M,„_, zerlegt, die offenbar Integralmann. von P,,_,= 0 sind. Während 


1) Bloß um die Ausdrucksweise etwas zu erleichtern, wählen wir eine Ebene; an 
und für sich würde eine beliebige (?2n — 1)-fach ausg. Mann. dieselben Dienste tur. 
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die 00” Integral-M, von P,,_=0 alle von Charakteristiken erzeugt sind, kann das 
höchstens bei einzelnen der oo” Integral-M,_, von P,,_,= der Fall sein. 

Ist umgekehrt P, = 0 integriert, also E,,__, in oo” M, _, zerlegt, deren 
00"? Tangentialricht. in jedem Punkte dem Bündel von 0?” "® Richt. angehören, 
das P,„_, — 0 dem Punkte zuordnet, so brauchen wir nur durch jeden Punkt 
jeder solchen M,_, die hindurchg. Char. von P,, = 0 zu legen, um den R,, in 
00” Integral-M, von P,„= 0 zerlegt zu bekoınmen. Da nämlich die einem Punkte 
der E,„_-ı augsordaste char. Richt. im allg. nicht in die E,,_, fällt, so liefert 
jede M,„_, bei unsrer Konstr. eine M,„, und diese M,„ erfüllen des R,,„ gerade 
einmal. Weiter sind für jede M, in jedem Punkte, den es mit der E gemein 


n—1 


3n—195 
hat, ihre 00”! Tangentialricht. in dem ebenen Bündel von 00?*? Richt. ent- 
halten, das P,,—= 0 dem Punkte zuordnet. Denkt man sich nun auf jeden solchen 
Punkt die inf. Trf., deren Bahnkurven die Char. sind, unendlich oft ausgeführt, und 
beachtet man, daß diese inf. Trf. sowohl die M, als die Gl. P,,_=0 inv. lassen, 
so erkennt man, daß wirklich jede M, eine Integralmann. von P,,„=0 ist. Sind 
p, = Const., ..., 9, = Const. die gefundenen Integral-M, von P,„=0, so besteht 
eine Identität von der Form P,,„=®,dyp, + :-+ D,dy,„, und damit hat ınan 
zugleich eine Normalforn des Ausdrucks P, , 

Denkt man sich die Gl. P, =(0 auf E,,_, vertreten durch das jedem 


Punkte der E,,_, zugeordnete Bündel von 00?” Richt. und fügt man zu dieser 
Figur in jedem Punkte die zugeh. char. Richt. hinzu, so erhält man eine Figur, in 
der jedem Punkte der E,,_, das durch P,,_— 0 bestimmte Bündel von 0°"? 
Richt. des R,, zugeordnet ist. Führt man auf diese Figur unendlich oft die inf. Trf. 
aus, die die Char. zu Bahnkurven haben, so wird einem jeden Punkte des R,, das 
ebene Bündel zugeordnet, das P,_= 0 in ihm bestimmt, kurz man erhält die Figur 
des R,„, die P,,— 0 vertritt. Man kann daher in gewissem Sinne sagen, daß die 
Gl. P,„=0 aus der Gl. P,„_,= 0 entsteht, wenn man sich jene inf. Trf. un- 
endlich oft ausgeführt denkt. 

Hieraus kann man übrigens schließen, daß P,,, _, — 0 nicht in eine Pfaffsche 
Gl. überführbar ist, die weniger als 2%» — 1 Ver. enthält, daß also P,,_,=0 bei 
keiner Schar von inf. Trf. inv. bleibt, die alle dieselben Bahnkurven haben und die 
jeden Punkt der E,, __, nach einer Richtung fortführen, die dem durch P,,__,—= 0 
bestimmten Bündel angehört. Gäbe es nämlich eine solche Schar von inf. Trf., so 
ließe sich die Zahl der Ver. in P,„_,= 0 auf 2n — 2 und somit (vgl. 8. 659f.) auch 
auf 2n — 3 herabdrücken. Die vorhin angegebene Konstr., die von P,,_,=0 zu 
P,„=0 führt, würde dann ergeben, daß sich die Zahl der Ver. von P,„=0 auf 
2n— 2 herabdrücken ließe, während sie doch nach unsrer Voraussetzung nicht 
kleiner als 2n — 1 gemacht werden kann. 

Der Liesche Text (8. 134—136) übersetzt einen Teil der hier angestellten Be- 
trachtungen in die Sprache der Analysis, indem er die Hauptlösungen verwertet. 
Die E,,_,, mit der P,„=0 geschnitten wird, hat die Gl. 2,, =«a,,; sie ist 
sicher von allg. Lage, wenn die dem ersten Pfaffschen Systeme entsprech. Diffgl. 
A(y)=0 nach der Abl. Po, auflösbar ist und wenn die Konst. «, , unbestimmt 
gelassen wird. 

S. 136, Z. 6f.; 8.138, 2.9, 8 v.u. Da Natani nur die Pfaffsche Gl. be- 
handelt und auf den Pfaffschen Ausdruck nicht besonders eingeht, so sind die 
Entwick. des Lieschen $ 3 in seiner Arbeit nicht unmittelbar enthalten. Man findet 
jedoch, daß für die Gl. P,„_j>=0 nach Natanis Ausdrucksweise (Ürelle 58, 8. 817) 
nur das willkürliche al verschwindet, und daß sich infolgedessen das erste 
Pfaffsche System auf 2n — 3 unabh. Gl. reduziert und bloß 2» — 3 Integrale 


n—1 
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liefert. Die Bed., unter der das eintritt, gibt Natani richtig an. Führt man, wie 
er es grundsätzlich tut, die Hauptlösungen ein, so kommt ınan in der Tat zu dem 
in $ 3 entwickelten Verfahren. Aus dem, was Natani im Crelle sagt, kann man 
sich aber kein Bild davon machen, wie er sich selbst die Behandlung des Falles 
gedacht hat, denn seine Betrachtungen auf 8. 318 sind unverständlich. Bei genauerem 
Zusehen erkennt man, daß gerade auf $. 318 die Darstellung dürch Versehen ent- 
stellt sein muß, und in der Tat, bei der Neubearbeitung in Abh. II hat Natani 
diese Versehen stillschweigend verbessert; man vgl. nur S. 319f. der Neubearbeitung 
mit Crelle S. 8318. Hiernach muß sogar festgestellt werden, daß Natani ganz all- 
gemein gezeigt hat, wie man eine Pfaffsche Gl. in n Veränderlichen auf die 
kleinste mögliche Zahl von Ver., die immer ungerade ist, zurückführt, und daß man 
die reduzierte Pfaffsche Gl. unter Benutzung der Hauptlös. immer ohne Integration 
hinschreiben kann. 

8.136, 2.11. „In determ. Weise“ bedeutet auch hier, daß f,,.-..,‚f,_» Fis:--, 
F,_, wnabh. Fkt. sind. | 

S. 136—140. Das vollst. Syst. A,(y)=0, A,(y)=0 ist gleichbedeutend mit 
dem (8n — 3)-gliedr. totalen Syst., auf das sich hier, wie Natani gezeigt hat, das 
erste Pfaffsche System reduziert. Aber Lie ist sicher zu diesem vollst. Syst. auf 
dem früher (S. 661 ff.) angedeuteten Wege gelangt. 

Es sei f, irgend eine von f,.-.,/,_1 Fi,---, F',_, unabh. Fkt. Wir suchen 
in den 2n — 1 Ver. fm #3 ---, #,_, die allgemeinste inf. Trf., die die Gl. 


n 


Pgoan_ 1, 9 inv. läßt und für die ZF,öf;=0 wird. Wir finden 
öf=0, dF=o,F,dt (=ı,...n-ı, 6f,—=0,Ööt 


bei willkürlichem o, und o,, also eine Schar von inf. Trf., der das zweigl. vollst. Syst. 


nit den Lös. fi, ..,%,_. Fr: F„_, k=1,...,n—2) entspricht. 

Die inf. Trf., bei denen die geg. Gl. P,,_,= 0 inv. bleibt, bilden daher eine 
Schar, der ebenfalls ein zweigl. vollst. Syst. entspricht, gerade das System A, (u) = 0, 
A,(y)= 0, das wir infolgedessen aufstellen können. 

Andrerseits lautet die allgemeinste inf. Trf., die den Ausdruck Z F,df, inv. 
läßt und für die ZF,öf, verschwindet, so: dh, =0, öF,=0 (=1,...,n—1), 
df„=0,0dt, wo o, beliebig ist. Demnach wird der Inbegriff aller inf. Trf., die den 
Ausdruck ZX,dx, inv. lassen und ZX,dxr,=0 machen, durch ein sim. Syst. be- 
stimmt, das wir ebenfalls aufstellen können. 

Die Voraussetzung, daß in der Normalform P,_, von P,„_, die Fkt. f,, F, 
(i=1,...,”n—1) von ein. unabh. sind, kommt demnach darauf hinaus, daß die 
Gl. P,„_,>= 0 nicht auf eine Gl. mit weniger als 2n — 3 Ver. zurückführbar ist, 
der Ausdruck P,__, nicht auf einen mit weniger als 2n — 2 Ver. 

Das zweigl. vollst. Syst. A, (w)=0, A, (1)=0 und die damit gleichbedeut. 
Schar von inf. Trf. ordnen jedem Punkte des R,,_, ein ebenes Büsche: von oo! 


Richt. zu, das dem durch P,,__,= 0 bestimmten ebenen Bündel von 00°" Richt. 
angehört. Das vollst. Syst. hat 2» — 3 unabh. Lös., die gleich willk. Konst. gesetzt, 


den R,,_, in o0?”-® M, zerlegen. Hat man P,,_, auf die Form P,_, gebracht, 
DEE Fin een Tan PF,:PF,, k=1..,0— 9% solche unabh. I.ös. und die Gl. 
fi = Const,,...,f„_, — Const. zerlegen den R,„_, in oo”! Integral-M, von 


Pen -ı = 9, deren jede von 00"? M, erzeugt ist. Es darf nicht unerwähnt bleiben, 
daß überhaupt alle größten Integralmann. von P,,_,= 0 von solchen M, erzeugt 
sind (vgl. S. 665). 
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Wir schneiden P,„_,=0 mit einer E,,_, von allg. Lage, d. h. mit einer 
solchen, daß in jedem ihrer Punkte das durch das vollst. Syst. zugeordn. Büschel 
von &! Richt. im allg. ganz außerhalb der E,,_, liegt, daß sie also mit den eben 
besprochenen M, im allg. nur Punkte gemein hat. Auf K,,_, erbalten wir dann 
eine Pfaffsche Gl. P,,_,; = 0 in 2n — 3 Ver., die wir ohne Integration aufstellen 
können. Wir werden sehen, daß sich aus P,,_3=0 die Gl. P,,„_,=0 jederzeit 
wieder ableiten läßt. 

Unter den inf. Trf., die dem vollst. Syst. 4, (y)=0, d,(vV)= 0 entsprechen, 
wählen wir irgend zwei aus, die verschiedene Bahnk. haben. Legen wir dann durch 
einen Punkt des R,,_, die hindurchg. Bahnk. der ersten inf. Trf. und durch jeden 
Punkt dieser Kurve die hindurchg. Bahnk. der zweiten, so erhalten wir immer 
eine M,, und auf diese Weise erhalten wir sie alle. Wir können uns das auch so 
vorstellen, daß wir auf den Ausgangsp. die erste inf. Trf. unendlich oft ausführen 
und auf die entstandene Bahnkurve die zweite inf. Trf. unendlich oft. 

Weiter betrachten wir eine Figur, die aus den Punkten der E,,_, besteht, 
indem wir uns noch mit jedem dieser Punkte das ebene Bündel von ©?” ? Richt. 
verbunden denken, das P,,__,=U im R,,„_, dem Punkte zuordnet. Es ist klar, 
daß das jedem Punkte der E,,_, zugeordn. Bündel außerhalb der E,,_, das 
früher erwähnte Büschel von oo! Richt. enthält und daß es auf der E,,_, das 
Bündel von 00°” Richt. ausschneidet, das Pan _3 = 0 bestimmt. Führen wir auf 
diese Figur zuerst unendl. oft die eine inf. Trf. aus und dann unendlich oft die 
andre, 80 beschreibt jeder Punkt der E,,_., eine M,, und die so erhaltenen AZ, 
erfüllen den R,,_, gerade einmal. Da nun F,,_,= 0 bei den inf. Trf. inv. bleibt, 
so nimmt unsre Ausgangsfigur x? versch. Lagen an, die zusammen die Figur 
bilden, durch die P,,_,= 0 vertreten wird. 

Damit ist unsre Behauptung bewiesen. Erwähnt sei noch, daß dieGl. P,,_;3= I 
nicht auf eine Gl. in weniger als 2» — 3 Ver. zurückführbar ist. Wäre sie das 
nämlich, so ließe sie sich auf eine in höchstens 2n — 5 Ver. zurückführen, und damit 
wäre P,„_, =, infolge der eben entwickelten Konstr., auf eine Gl. in höchstens 
2n — 3 Ver. zurückgeführt. 

Ist Pan _ı= 0 integriert, also der R,„_, in 00” "! Integral- M, von P„_ı=0 
zerlegt, so ist die E,,_3 ganz von selber in ao" ” ! Integral-M,,_, von P,„_3= 0 
zerlegt. Da nämlich jede Integral-M, von lauter M, erzeugt ist und eine M, mit 
der E,,_z3 im allg. bloß einen Punkt gemein bat, so wird jede Integral-M, von 
der E,,_,; im allg. bloß in einer M, _, geschnitten. 

Ist umgekehrt Ey, _3 in oo"! Integral-M,_,; von P,„_s=0 zerlegt, so 
braucht man bloß durch jeden Punkt jeder solchen Integral-M, _, die hindurchg. 
M, zu legen. Es ist klar, daß man so 0”! Integral-M,, von P,„_,>= 0 erhält. 

Im Texte (S. 136—140) sind diese Betrachtungen in die Sprache der Analysis 
übersetzt durch Einführung der Hauptlös. Die Gl. der E,,_, lauten: 2,,_,=%,_v 
Eon 2%, g, und zwar ist diese E,,_, von allg. Lage, wenn das vollst. Syst. 
4A, =0, A,(y)=0 nach den Abl. von y nach x,,_, und x,,_. auflösbar ist 
und wenn gewisse Werte der Konst. &,,_,, &,,„.__, ausgeschlossen werden. 

S. 140, 2. 5—3 v. u. Vgl. 8. 101. 

3. 141, 2. 2—7. Unter den gemachten Voraussetz. sind die 2n — 2 Fkt. F,, fi 
von einander unabh. und ebenso die 2n — 1Fkt. fi, .-»f„_„, F:F,_ı k=h..., 
n— 2), 2y._g: an, Folglich besteht zwischen f,,...,„_» Fu --» Mn 
X, _g und x,,_, eine und nur eine Relation, es kann also nicht für jedes Wert- 
system &,,_g9, &g„_, eine Rel. zwischen f,,--,f„_n Zu... F,)_, und 4 be- 
stehen, d. h. die nachher mit f,, F}} bezeichneten Fkt. sind für allg. Werte von 
&n 9 %)_; von einander unabh. 
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S. 141, Z. 9--6 v u, Hieraus geht hervor, daß man 
A(y)= A, A,(w) — A, (A) A, (W) 
setzen kann, wo rechts an Stelle von x,,_, vermöge der von Lie benutzten Sub- 
stitution die Ver. A einzuführen ist. Die Gl. A (y) = 0 besitzt nämlich, als Gl. in 
RER Re | aufgefaßt, außer den Lör. des vollst. Systems A, (1) = 0, A, (y) = 0 
auch noch die Lös. A. 

S. 143, 2.7 v.u. Die Fkt. h, hängt natürlich auch noch von «,,_, ab. 

S.144, 2.5. Eigentlich müßte geschrieben werden: ®,(#,,...,%,,_g) &yy_2, A) 
und ebenso bei g,. Ähnliches gilt S. 144, Z. 11 und 9. 145, Z. 12. 

S. 144, Z. 12f. Selbstverständlich darf X; nicht verschwinden. 

S. 140—145. Vorhin (vgl. 8. 668) wurde P,a-ı=0 mit einer E,,_, von 
allg. Lage geschnitten. Die Gl. ,,_5—%,_s=l& ,_1ı— %,_ı) stellt nun 
offenbar das Büschel von oo! E,, _, dar, das diese E,__, zur Achse hat; auf jeder 
dieser o0' E,,_; erhalten wir daher eine Pfaffsche Gl. P\)_, = 0 in 2n — 2 Ver., 
die für die versch. Werte des Par. A versch. ausfällt. Schneiden wir PX ‚= 0 
mit der E,,_3, 80 erhalten wir die Gl. P,__,= 0, die sich, wie wir wissen, nicht 
auf weniger als 2» — 3 Ver. zurückführen läßt, demnach kann auch keine der Gl. 
Pf _,= 0 auf weniger als 2n — 3 Ver. zurückgeführt werden. 

Ist nun Pa„_,=0 integriert, also der Ry„_, in 00”! Integral-M, von 
Pan _ı = V zerlegt, deren jede von oo” ? der früher erwähnten M, erzeugt ist, so 
schneidet jede Ey, _, diese ao"! Integral- M,, in 0"! Integral- My —ı der durch 
sie bestimmten P\)_ ,=0 und die na Wi M, schneidet sie in 00?” 9 Kurven 


derart, daß jede Integral-M, _, der Be — 0 von 00*” ? solchen Kurven erzeugt 
ist. Es liegt auf der Hand, daß diese ot - ” Kurven nichts andres sind als die 
char. Kurven der betr. P,?’_, = 0, von denen (vgl. S. 664.) alle größten Integralmann. 


der P£_,=0 erzeugt er 

Hieraus ergibt sich eine einfache Erzeugung der Mann. M,. Da nämlich durch 
jeden Punkt der Achse E,,_, eine solche M, geht, und da diese von jeder E,,_, 
in einer char. Kurve der zugehörigen P\%) „= 0 geschnitten wird, so brauchen wir 
nur bei beliebigem A die char. Kurven der Gl. P/)_,=0 zu bestimmen. Iagm 
wir dann durch einen beliebigen Punkt auf der Fe etwa durch , = 2°, ... 
Long Ignaz Zn 3 gar Kan Tin , für jeden Wert von A die hin- 
durchg. char. Kurve von P,9_ ,=0, so erhalten N eine der o0?r-3 M,, und 
auf diese Weise erhalten wir sie alle. 

Es sei endlich P/%)_,= 0 bei beliebigem 4 integriert, also die E,,_,, die 
Pg%_, == 0 ausschneidet, sei in 2: il Integral-M ,_, dieser Gl. zerlegt. Dann sind 
einerseits für jedes A die char. Kurven von P/%_,= 0 ohne Integr. angebbar ($. 664) 
und damit, wie wir eben gesehen haben, die zu P,,_,= 0 gehörigen M, bekannt. 


Andrerseits schneidet die Achse Ey, _3 unsers Büschels die 00”! Integral-M,_, 
jeder Gl. P%_,=0 in ©" ! Integral-M,_, der Gl. P,„_3=0. Aber aus "=! 
solchen Integral- M 1, von Pg„_3=0 und aus den M, können wir (S. 668) o0"' 
Integral- M„ der Gl. P,,__,= 0 aufbauen. 

Diese Konstr. sind in Satz XXII, S. 144 f., analytisch ausgedrückt. Während 
Pan; von ) frei ist, werden die 00”! Integral-M,_, von Pg„n_3 = V, die man 
findet, im allg. von A abhängen. Das zeigt sich darin, daß die Fkt. eg, @;, 2, (8.145, 
Z. 2) 4 enthalten. Infolgedessen enthält auch der Ausdruck für P,,_, (8. 145, Z. 12) 
im allg. A. Da aber die gewonnene Gl. eine Id. ist, so kann man dem Ä irgend 
einen festen Wert erteilen. 

S. 145, Satz XXIII. Vgl. Clebsch, Abh. II, Crelle 60, $. 199. 

S. 146, 2.6 v.u. Es fehlt der Zusatz „in determinierter Art“. 
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8.147, Z. 11 v.u. Es sollte heißen: = X," "Yan +X," Dan, =0. 
S. 147, Z.2, 1 v. u. In der Tat, um P,,_, aufstellen zu können, muß man erst 
P,,„_, Kennen, und das erfordert die Aufsuchung eines Integrals des ersten Pfaff- 
schen Systems und dann die Elimination einer Veränderlichen. Demnach braucht 
man zur Aufstellung von P,,_g9,-- -, P, immer nur die Aufsuchung je eines Integrals 
und die Elim. je einer Ver. Erst wenn man P, = 0 integriert hat und nun rückwärts 
geht, muß man zur Bestimmung von Hauptlös. schreiten. 

S. 148, Z. 6f. Cayley, Demonstration d'un theor&me de Jacobi par rapport 
au probleme de Pfaff, Crelle 57, S. 273—277, Berlin 1860, Papers IV, S. 359 — 363. 
Hier setzt Cayley X; = (0, )= — (1,0), was in Verbindung mit der Jacobischen 
Bezeichnung EX; EIN es 

m 

der analyt. Behandlung des Pfaffschen Problems eine ungemeine Übersichtlichkeit 
und Eleganz verleiht. Über Graßmann vgl. die Anm. zu Abh. XXI. 

S. 148, Z. 11—13. Vgl. S. 27, 2.4 v.u., S. 126, 2.2, 1v.u. 


Zu Abhandlung XII, S. 149—175. 


Am 7.5.1875 meldet A. Mayer, daß diese Abh. ebenso wie XIII und XIV 
wohlbehalten in Leipzig angelangt sind. Eine vielleicht von Lie selbst herrührende 
Inhaltsangabe findet sich im Bull. XIV (2. Ser., II), II. part., 1879, 8. 166. Umge- 
arbeitet bildet die Abh. einen Teil von Ann. IX, s. da S. 250—278 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. II, Abschn. I, $ 1—9). 

S. 149, 2. 9—11. Vgl. S. 591, 626. 

S. 149, Z. 12---10 v. u. Das ist nicht ganz richtig, denn Natani halte gerade 
darauf hingewiesen. Vgl. S. 658. 

8. 150, Z. 1 v.u. Mayer, Abh. VII, vgl. insbesondere S. 299—304. 

8. 150, Z. 8f. Das Problem und die Lösung finden sich in der Tat in H.Graß- 
manns zweiter Ausdehnungslehre in Nr. 503. Vgl. die Anm. zu $. 322. 

S. 153, 7. 11—8 v.u. Die Zahl ® des Problems S. 150, die nicht <n sein 
kann, wird hier stillschweigend gleich n == 2 angenommen. 

S. 154, Z. 14f. Dieser Zusatz ist nur richtig, wenn man sich von vornherein 
auf solche Scharen beschränkt, die nicht weniger als ao? Elemente enthalten. 

S.154, 2.9—5v.u. Auch hier wird die Zahl » ohne weiteres auf ihren kleinsten 
Wert n beschränkt. 

Merkwürdig. ist eigentlich folgendes: Jie führt den Begriff der vereinigten 
Lage zweier unendl. ben. El. ein und den Begriff der Elementmann., d. h. einer 
Schar von El., in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. Nirgends aber stellt 
er die Frage, in welcher Beziehung zu einander zwei El. einer solchen Elementmann. 
stehen, die demselben dritten El. unendl. ben. sind. Vgl. dazu Engel, Eine neue 
geometrische Eigenschaft der Lieschen Eleınentvereine, Leipz. Ber. 1906, S. 323— 340. 

S. 155, Z.5—11. Es hätte noch hinzugefügt werden sollen, daß jede Schar von 
oo El. (m<n), in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, einer ganz be- 
stimmten Schar von derselben Art angchört, die ©” El. enthält. Diese Schar von 
oo” El. ist durch die Gl. zwischen den «, allein bestimmt, die aus den Gl. der 
Schar von 00” El. durch Elim. der , folgen (vgl. S. 150, 2.7 v.u. — 11, Z. 13). 

S. 156, Z. 2,1 v.u. Selbstverständlich ist es deshalb, weil nach der letzten 
Anm. jede Integral-M, _, einer ganz bestimmten M,„ angehört, d. h. einer Mann. 
von oo” El., in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen. Diese M, aber ist ent- 
weder eine Integral-M, oder sie ist keine. 

S. 157, 2.13, 12 v. u. Vgl. S. 152, Theor. I; setzt man die damals mit W be- 


zeichnete Fkt. gleich m, W(p,, :.--, Py Eat 5%), 80 erhält man die Gl. 
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1...9 
. eW Ww Sp oeW % ou PN 
a,‘ _ Aa ae u Wing) =. 2)» 

0m . "OP, y OP 
nz 7 che =1 ) 
m — % J=1,...,2—-9) 
An 0x, ,; 

d. b. eben die Gl. (A). Daß hier stillschweigend z und x,,...., x, bevorzugt werden, 


tut der Allgemeinheit der Untersuchung keinen Eintrag; es kann ja jedes x, als z 
benutzt werden. 

S. 157, 2.3 v.u.— 158, Z. 16. Es fehlt jede Andeutung darüber, wie man gerade 
auf die hier angenommenen Werte der dx, kommt. Das Ganze ist daher eigentlich 
nur eine rechnerische Bestätigung dafür, daß die bekannten Diffgl. eben die Diffgl. 
der char. Str. sind. 

S. 158, Z. 11f. Zunächst kommt 


1.-% 1... 
dF  _arı _  _Saran dp; 
tz) ae aaa 


S. 158, 2.16 v. u. Bei der Aufstellung dieser Integrale wird vorausgesetzt, daß 
die 2n Größen F,, Fz +7; F', nicht sämtlich verschwinden. Für solche Glsyst. (B), 
die F=0 befriedigen und alle diese 2n Ausdrücke zum Verschwinden bringen, ist 
daher die betreffende Darstellung nicht möglich. Andrerseits können die 2n GI. 
F,=0 Fr+P F,= 0 keine Folge von F'= 0 sein (vgl. 8. 597), demnach müssen 
die Glsyst. b), die sich der betreffenden Darstellung entziehen, außer der Gl. F= 0 
mindestens noch eine davon unabh. Gl. befriedigen. 

Lie erwähnt diesen Umstand erst S. 162, 2.6—2 v.u. 

S. 169, Z. 15—19. Es ist das eine der B.T., die Lie S. 174 als Eulersche 
bezeichnet. Vgl. die Anm. zu S. 96, Z. 12. 

S. 159, 2. 4—1 v. u. In der Tat, es wird ja: 


a a Fi dF AF MEN: WE ‚4F 
Mt dan Mar dan in rar 
“er 68. EP 8 
de, de, dp, dp, 

S. 160, 2. 16—18. Weil die =; Verhältnisgrößen sind, so muß man, um die 
char. Str. von F=0 zu finden, zu Gl. A(f)=(Ff)=0 noch die andre: Bf) 
= En, fr, = 0 hinzufügen. Beide zusammen bilden nach Abh. VII, S. 66, Satz 1 ein 
zweigl. vollst. Syst., weil F' homogen in den =; ist. Wählt man der Einfachheit 
wegen F' homogen von nullter Ordnung in den x,, so besitzt dieses vollst. Syst. 
außer der Lösung F' noch 2n — 1 unabh. Lös. F,,..., Fy,_,, die auch alle hom. von 
nullter Ordnung sind. Die char. Str. werden dann durch die Gl. F=0, F,= const. 
(k=1,...,2n —1) dargestellt. 

S. 160, Z. 13—10 v.u. Also in eine Schar von oo” Integral-M,, die durch 


Gl. von der Form F=0, F, = Const., ..., F,„= Const. 


dargestellt wird und die eine vollst. Lösnng im Sinne von $ 4, 8. 162f. bildet. 
S. 161, 2. 3—1 v. u. Man hätte zu diesem Zwecke das sim. Syst. 


dx, = OF(a,”) dan, OF (x, #°) 
de Bi 2 PEM 
mit den Anfangsbed. (2,),_0, = %;, (#5), - 9 7; zu integrieren und es wäre dann z.B. 


(= 0,1,...,0) 


[4 


9x -5' ( = dr,+ Dean) 
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S. 162, Z.16f. Durch den Zusatz in der Klammer wird der Fall, daß F= 0 
die einfache Form x, = 0 hat, ausgeschlossen. Warum, ist eigentlich nicht ersichtlich. 

S. 162, Z2.6—2 v. u. Vgl. die Anm. zu S. 158, 2.16 v.u. 

S. 163, Z. 7—11. Hierin liegt, daß es unter den n+1Gl. 


un 
ae 9 wer de, =0,l,..,ga=qg+l,...,n) 
n solche geben muß, die nach den willk. Konst. «,,...., a, auflösbar sind (vgl. 


Anm. zu S. 160, Z. 13—10 v. u.). 
S. 163, Z. 18—14 v. u. Hierzu ist notw. u. hinr., daß das Glsyst. f=0, F=0 
bei der inf. Trf. dx, = F „dt; öo,=—F, „ot inv. bleibt, daß also 


(F'f) -Srur r 


vermöge F=0, f=0 verschwindet (vgl. 8. 605). 

S. 163, 2.14—11 v.u. Dabei wird gemäß 8. 162 vorausgesetzt, daß F’ nicht von 
allen , frei ist. Andernfalls bestände jeder char. Str. aus o0' El. eines Punktes. 

S. 163, 2.7, 6 v.u. Für spezielle Punkte der Mann. f=0 kann ja die Gl. 
I’=0 identisch erfüllt sein bei beliebigen r,; dann erfüllen alle El. des Punktes 
die Gl. F=U0 und bilden eine Integral-M ?. 

S. 164, 2.3 —5. Man erhält ja 00” versch. Integral-M,„, die alle 00°”! char. 
Str. und daher auch alle 00°” El. von F—= 0 umfassen. 

S. 164, Z. 19—24. Ist Q eine beliebige Fkt. von x,, =,, a,, 80 setzen wir 


Ku 


Die El. der Integral-M,:a, werden durch 


n Wu na =— 3 Rk=0,1,...,95a=g+1,...,R) 


@ 
dargestellt und die der Integral-M,„:a,;,- da, bei Verwendung jener Bezeichnung 
ER = W.+3W.: = WW, 


& 


Ist daher «,, =, ein El. von N,°, so wird für jedes unendl. ben. El. z,+dx,, 
2, + dp, von N, dy—dW,+9W,, d=—dW,—0W, 


wo bei der Bildung von dW er dW, nur die n,,%, als sta: zu betrach- 
ten sind. Sollen diese beiden unendl. ben. El. — ers so muß der Ausdruck 


ee, 0...9 
Dn,de, = Ir, (aW,+9W,)— 5 w, de, 
’ k j 


Null werden. Hier verschwinden aber die von Ö freien a nach 8. 151, 2.6 v.u. 
bis S. 152, Z. 9, also kommt die Bedingung 


0...q | 
(1) nV == a W 


denn W ist ja homogen von 1.0. in m, Aı,...,7%, 

Da hierbei die Relation ®=0 gar nicht ee ist, so sehen wir, daß jede 
_ der Integral-M,,:a, unendl. ben. Integral-M,:a, -+ da, auf der Mann. a, eine Ele- 
ment-M,, ‚ bestimmt, deren EI. mit den unendl. ben. El. der Mann. a,+da, ver- 
einigt ar: Solche Element-M,_, gehen durch jedes El. &,, =, der Mann. a, 
sie entsprechen den Mann. a, + da,, für die d9W= 0 wird. 
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Wir bilden nun die 00” Integral-M,„:a,,..., a, auf die Punkte eines R, ab; 
dann bestimmt jedes Wertsystem a,, d, @=1,...,n) ein El. dieses R,, das näm- 
lich, das aus dem Punkte a, und aus der hindurchgehenden (n — 1)-fach ausg. Tan- 
gentialebene der Mann. ® — 0 dieses R, besteht. Die ®, entkleiden wir in bekannter 
Weise (vgl. S. 591) ihrer Bedeutung als der Ableitungen einer Funktion und schrei- 
ben dafür p,, dann sind a@,,...,@,, P,:...:p, die Koord. der El. des R, und 


Betrachten wir nun für irgend ein El. a;, p, den Inbegriff aller Integral-M , :a, + da,, 
für die &p,da, = 0 ist, deren Bildpunkte also der (n — 1)-fach ausg. Ebene des EI. 
angehören, so erkennen wir, daß die Gl. 


(2) A Pa Wr 


auf der Integral-M,:«a; alle El. x,, p, bestimmen, von denen jedes mit den unend- 
lich ben. El. 2,4+dx,, p,+ dp, aller dieser Integral-M,„:a, + da, vereinigt liegt. 
Demnach ist durch die n — 1 Gl. (2) jedem EI. a,,p, des R, auf der Integral-M,: a, 
eine Mann. von El. x,, p, zugeordnet, die aus mindestens oo! El. besteht. Diese 
Mann. sind es, die Lie mit P bezeichnet. Es liegt auf der Hand, daß durch jedes 
.El. x,, 92, jeder Integralmann. a, eine solche Mann. P geht, denn (2) bestimmt die 
Verhältnisse der p, und damit das El.a,, p,, zu dem die betr. Mann. P gehört. 
Demnach ist jede Integral-M,,:a, in solche Mann. P zerlegt. 

Sind a,,p, und a,+.da,, p,-+ dp, zwei unendl. ben. ver. lieg. El. des R,, ist 
also Zp,;da,—= 0, so bestimmt das erste auf der Integral-M, :a, eine Mann. P und 
das zweite auf der Integral-M,:a,-+ da, eine unendl. ben. Mann P’. Da jedes El. 
von P mit jedem unendl. ben. El. der Integral-M, : a; + da, vereinigt liegt, so liegt 
offenbar auch jedes El. von P mit jedem unendl. ben. El. von P’ vereinigt. Denken 
wir uns daher eine Anzahl unabh. Gl. ®,(a,,...,a,)=0 (k=1,..., m) gegeben 
und betrachten wir die Mann. aller o0”"!El. des R,, die sich an die durch diese Gl. 
dargestellte (n — m)-fach ausg. Punktmann. dieses Raumes anschließen (vgl. S. 154f.), 
so erhalten wir diesen o0””! El. des R, entsprechend o0"”! Mann. P. Der In- 
begriff dieser Mann. P bildet eine Mann. von El. x,, p;, in der jedes El. mit jedem 
unendl. ben. vereinigt liegt, also, da alle El. der Mann. die Gl. F= 0 erfüllen, 
eine Integralmann. 

Das ist die wahre Darstellung des Verfahrens, das Lie auf $. 164f. entwickelt, 
um aus einer vollst. Lös. neue Integralmann. abzuleiten. Er selbst hat diese Dar- 
stellung nur deshalb nicht gewählt, weil er dem Leser nicht zumuten wollte, neben 
den El. x,,p,; des R,,,:%0, &,-.-,%, auch noch mit den El. des R,:a,,..., a 
zu arbeiten. 

S. 165, 2. 5v.u.— 166, Z. 16. Dieser Beweis, daß jede Integral-M,„, die nicht 
mit jeder Integral-M, der vollst. Lös. ein El. gemein hat, von Mann. P erzeugt ist, 
bedarf wohl keiner weiteren Erläuterung. Nur $. 165, Z.1 v. u. müßte eigentlich 
zugesetzt werden: „die nicht mit einer der N zusammenfällt“ und S. 166, Z. 11f. 
müßte es heißen: „die durch Elim. von A,,...,A, aus... hervorgehenden Gl.“. 

S. 166, Z2.17—6 v.u. Vgl. hierzu Math. Ann. IX, $. 268 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. II, $ 5, Nr. 10). Da heißt es: „Im ersten Falle ist es, wenn «>1 ist, klar, 
daß Integral-M,_,, die eine gewisse Anzahl passend gewählte ...“. „Setzen wir 
andererseits voraus, daß die P nicht von char. Str. erzeugt sind, so zeigt ein voll- 
ständig analoges Raisonnement, daß die P von nullter Dimension sein müssen.“ 

Auf Z. 17 v.u. ist für © wohl zu lesen «, denn jede Mann.-P ist dann von o*”' 
Char. erzeugt und enthält daher zu jeder Char. «— 1 unendl. ben. Der Widerspruch 
mit den Ergebnissen des $ 3 beruht auf der großen Freiheit, die man bei der 
Konstr. von Integral-M,, hat. Jede Integral-M, wird ja dadurch erhalten, daß man 
durch alle El. einer geeigneten Integral-M, _,, die nicht von char. Str. erzeugt ist, 
die hindurchg. char. Str. legt. JedeIntegral-M, _, aber erhält man, indem man 
eine Element-M,, nimmt, in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, und unter 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Rd. III. 43 
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deren El. die auswählt, die ?= 0 befriedigen. Hieraus aber geht hervor, daß eine 
Integral-N7, _, durch ein El. und durch die unendl. ben. El. noch nicht bestimmt 
ist, und daß durch ein El. und gewisse benachbarte kein nicht benachb. El. der 
Integral- M,„_, bestimmt sein kann. 

Übrigens kann man die Lieschen Überlegungen vereinfachen, wenn man sich 
darauf stützt, daß der Inbegriff aller durch ein El. E von allg. Lage gehenden In- 
tegral-M,„ nur den durch E gehenden char. Str. enthält, aber keinen unendl. ben. 
char. Str. (s. S. 598f.). Jede durch E gehende Integral-M,, hat nämlich mit der durch 
E gehenden Integral-M, der vollst. Lös. die durch E gehende Mann. P gemein. 
Wäre nun P von char. Str. erzeugt und nicht selbst ein char. Streifen, also minde- 
stens zweifach ausg., so enthielte es mindestens oO! char. Str., und die gehörten 
allen durch E gehenden Integral-M, an, was unmöglich ist. Wäre andererseits P? 
nicht von char. Str. erzeugt, so enthielten alle durch E gehenden Integral-M,, die 
durch die El. von P gehenden char. Str., was auch unmöglich ist, denn P enthält 
mindestens oo! El. Hiernach bleibt nur die Möglichkeit, daß die Mann. P eben die 
char. Str. sind. 

Hiermit ist zugleich gezeigt, daß die 00°”! char. Str. auf die El.a,,...,a,, 

:...:P, des R,:q,,..., a, abgebildet werden können, und zwar derart, daß 
ek unendl. ben. ver. lieg. El. "des R, zwei unendl. ben. char. Str. entsprechen, bei 


denen jedes El. des einen mit jedem unendl. ben. El. des anderen vereinigt liegt: 


(vgl. S. 167, Z.5—1 v. u. und S. 600). 

S. 166, 2. 7,6 v. u. Dieser Beweis folgt aber nicht; in den Math. Ann. (a. a. O.) 
ist die ganze Bemerkung unterdrückt. Welchen analytischen Beweis Lie im Auge 
gehabt haben mag, läßt sich nicht einmal vermuten. 

S. 166. Z.4 v. u.—167, Z. 1. Es muß ja jede Integral-M, :a, der vollst. Lös. 
ein Element enthalten, zu dem es auf jeder unendl. ben. Integral- M,: a,+da, ein 
unendl. ben. mit ihm ver. lieg. El. gibt. 

S. 167, 2.6 v. u. Ist niemals geschehen. 

S. 167, Z.11. Auch das hat Lie nicht ausgeführt. 

S. 167, Z. 12—168, 2. 3. Man beachte, daß hier die F', homogen von nullter 
OÖ. in den ® sind. 

Daß die Gl. (B) eine Folge von (A) sind, ergibt sich nach Lie auf Grund von 
Abh. IX, S. 103. denn aus (A) folgt das Bestehen einer Relation 


dz ats Zn,de,; = dz .. Z,AF,, 
also ist: [F,F}) u (F,F}) = 0 (z F}] = — 2m, . 
i 
Den Beweis von Mayer (s. dessen Abh. VIII) reproduziert Lie in einer dem vor- 
liegenden Falle angepaßten Fassung Math, Ann. IX, S. 257f. (d. Ausg., Bd. IV, 
Abh. II, $ 3, Nr. 6). 
8. 168, 4. 6f. Die /, und die p, sind homogen von nullter O. in den darin 
vorkommenden z,. 
S. 168, 2. 6—1 v.u. Das ist eben eine homogene B. T. Abh. IX, 8. 116—119. 
S. 168, Z. 12—7 v. u, 8. 169, Z.1—6. Es wird ja nach S. 37 


4A,(4,.(N) — 4, A N) =, - hy - mh) = Vv 
und nach 8. 66: 
4,4) - 4,AM)=0, 44) —- 4, 4,N)=0, 
weil », —n,f, und z,—n,f, homogen von 1. O. in den , sind. 
Man beachte ferner, daß in A,(V), A,(V) nur die Abl. von V nach m,,® 
vorkommen, nicht aber z,, =, selbst. Daraus folgt nämlich, daß die Gl. 
A, (VY)=0 (k=1,2,3), V. 9 V„=0 ein fünfgl. vollst. System bilden, daß 


also die Gl. A, (V)=0 2n — 3 Ss von x;, a, freie Lösungen besitzen. Diese 
Lös. sind es, die Lie mit %,,..., %g,„_g bezeichnet. 


== (. 
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S. 171, Z. 1—4. Diese vollst. Lös. hat nach 8. 151 f. die Gestalt: 


= — (k=0,1,..,9) n,=—- 12 (@e=y+1,...n). 
k a 
Lie hat sie also ganz ohne Rücksicht auf die Form des betrachteten Involsyst. 
hingeschrieben. 


S. 172, Z.8f. Hier und in Abh. XVII, S. 258 versteht Lie unter einem spe- 
ziellen Involsyst. ein solches, das keine Gl. zwischen den x allein nach sich zieht 
In Abh. XV, S. 219 braucht er den Ausdruck in anderem Sinne. 

S. 172, Z. 12—15. Gemeint sind solche B. T., wie er auf S. 159 anwendet. 
Wirklich ausgeführt ist das Math. Ann. IX, S. 273—276 ‘d. Ausg., Bd. IV, Abh. II, 
$ 7, Nr. 14, 15). 

S. 172, Theor. V. Die Integral-M,'/ und die durch eines ihrer El. gehende 
char. M_ dürfen im allg. nur eine diskrete Anzahl von El. gemein haben. 

S. 172, Satz 9. Aus diesem Satze läßt sich eine wichtige Folgerung ziehen, 
die Lie merkwürdigerweise nicht erwähnt. Stellt nämlich das (n + 1)-gliedr. Glsyst. 
F, 2, p=0 (k=1,...,(n-+1)) eine Element-M, dar, d.h. eine Mann. von x” El., 
in der je zwei unendl. ben. El. vereinigt liegen, so ist diese offenbar eine Integral- 
mann. jeder einzelnen Gl., erfüllt also auch jede Gl. von der Form (F,F,) = 0. 
Jedes (n + 1)-gliedr. Glsyst. dieser Art hat also die Eigenschaft, daß alle Ausdrücke 
(F,F,) vermöge F,=0,...,F,,,= verschw., und bildet ein (n + 1)-gliedr. Invsyst. 
Diese Eigenschaft ist offenbar von der Form des Glsyst. unabhängig; denkt man 
sich daher das Glsyst. in der auf S. 173 angegebenen Weise aufgelöst, so erhält es 
eine Form, bei der die Klammerausdrücke aus je zwei linken Seiten identisch ver- 
schwinden. Daß Lie diesen Satz in keiner der hier abgedruckten Abh. ausdrücklich 
ausgesprochen hat, kommt daher, daß er für ihn eine selbstverständliche Folge der 
übrigen Sätze war. Einen andern, viel umständlicheren Beweis des Satzes gibt Lie 
in der Th. d. Trfsgr. Bd. II, S. 93—96 (1890), dort verweist er auch auf die Christ. 
Forh. von 1874, d. h. auf die vorliegende Abh. 

S. 172, 2.5—3 v.u. A. Mayer, Abh. II. Lies Fragestellung ist allgemeiner. 

S. 172, 2.2, 1 v.u. Vgl. S. 596 und 605 ff. 

S. 173, Z. 13—22. S. Theor. I, S. 152. Wegen des „bekanntlich“ vgl. die Ann. 
zu 8. 51, Z. 3, 8. 646. 

8. 178, 2.3 v. u.—174, Z. 1. Die Klammerausdrücke sind ja von m,,...,=,, 
a4, frei. 

S. 174, 2.3 v.u. Vgl. die Anm. zu S. 159, Z. 15—19, S. 671. 

S. 174, Z.ı v.u. Die Einführung dieser Konnexkoordinaten hat freilich Zweck 
nur für algebraische Diffgl. 


x 


Zu Abhandlung XIII, S. 176-187. 


Da die Abh. in den. Forh. zwischen Nr. XII angemeldet in der Sitzung vom 
20. Nov. 1874) und Nr. XIV (November 1874) abgedruckt ist, so muß man anneh- 
men, daß sie ebenfalls im Nov. eingereicht ist. Die Protokolle der Videnskabsselskab 
geben leider keinen Aufschluß darüber. | 

Kurze Inhaltsangabe Bull. XIV :2. Ser. IIN, 1879, II. part. S. 167. Die Arbeit 
ist ohne wesentliche Anderungen wiederabgedruckt Math. Ann. XI. S. 490—494, 551 
bis 556 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Abschn. II, $ 6 und Note 3). In einem Briefe, 
den A. Mayer am 4. 5. 1875 erhalten hat, schreibt Lie: „Neuerdings schickte ich 
Ihnen ein neues Exemplar der Christiania-Arbeit [hier Nr. XII] zusammen mit zwei 
neuen Arbeiten, die schändlicherweise erst nun gedruckt sind [Nr. XIII u. XIV]. 
Schon lange warten zwei andere Arbeiten von mir auf Druck. Die eine, die mir 
große Mühe gemacht hat, führt den Beweis durch, daß die jetzigen Integrations- 
theorien sich nicht verbessern lassen“ [also Nr. XV und XVI]. Vgl. auch 8. 670. 
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S. 176, Z.4—1 v.u. Vgl. Ann. VIII, S. 282—285 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, 
$ 20, Nr. 42, 43). 

S. 177, 2.16 —12 v.u. Abh. XIV und XV. 

8. 184, Z. 19—-21. Die inf. Paralleltr. lautet nämlich: 

dbı= — OR) Ö Be d6y—=h. 
vır#° ee ; 

S. 186, Z. 17—24. Vgl. Lie, Vorles. über Diffgl., bearb. v. Scheffers, Leipzig 

1891, S. 159—162 und 181. 


Zu Abhandlung XIV, 8. 188—206. 


Inhaltsangabe: Bull. d. Se. Math. XIV (ll. Ser. III), 1879, II. part., 8. 167. In 
umgearbeiteter Fassung wieder abgedruckt Ann. XI, S. 494—508, 512—518, 1877 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 7, Nr. 16 — $ 10, Nr. 22; $ 11, 12, Nr. 25—30). 

Schon Anfang November 1873 schreibt Lie an A. Mayer: 


„Ausdehnung des Poisson-Jacobischen Satzes.) 
Ich betrachte zwei simultane Systeme 


da,2...:2dR m X,:..::d, 
der. rd Bien. ih, 
oder die entsprechenden partiellen Gleichungen 
of of 
m Paz ... a u 
AN= Kg + + Kay, 
En of of 
Bf) ren Tr En dr Bu 
und setze voraus, daß A(Bf)— B(AN)=RA. 
Ist dann M ein Multiplikator von 
EN dt, 
er 
O8, 08 


it (BAM + 


ein neuer Multiplikator desselben Systema.?) 
In dieser Weise kann man unter Umständen aus einem Multiplikator alle herleiten. 
Sei insbesondere vorgelegt 


0-2 (GE 0m in 22) 


oy of _ 0% \ 

= PaafiER SEE Recht, SERIE PER, BEERERNER ER SET 10) 

Br > nn op; op; 0%, : 

wo (py)=0 und also A(Bıf))— B(Af})=0. Ist dann @ ein Multiplikator und 
also auch ein Integral des kanonischen Systems 


dan ER. I RE dp, 
Zi a op ' 
op, ÖPn 08, 0%, 


1) Am Rande ist hinzugefügt: „Die Multiplikatortheorie läßt sich auf un- 
beschränkt integrable totale Systeme, auf das Pfaffsche Problem, auf partielle 
Diffgl. 1. O. ausdehnen. In dieser Weise erhält man ganz interessante Sachen.“ 

2) Am Rande: „Ich erinnere nicht, ob es + oder —4 sein soll.“ Aus den 
hier später folgenden Entwicklungen (vgl. 8. 682f.) folgt, daß es — AM heißen muß. 
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so ist B(&) ein neuer Multiplikator oder neues Integral desselben. Aber B(m) — (v0) 
Es ist also der Poisson-Jacobische Satz, den wir wiederfinden.“ 

Am Rande ist noch bemerkt: „Jedes Integral eines kanonischen Systems ist ein 
Multiplikator desselben.“ 

Im Jahre 1876 schreibt Lie an A. Mayer, der damals die Korrektur der 
Abh. in Bd. XI der Math. Annalen (S. 464-—557, d. Ausg. Bd. IV, Abh. III) besorgte: 

„Die Sätze 16 und 17') fand ich synthetisch. Für mich ist der Multiplikator 
sinnlich, ebenso wie ich den Integrabili.ätsfaktor als einen Flächenraum auffasse. 
Z. B. der Multiplikator von 


dx dy ds 
1) 2 es Aa 


ist ein Volumen. Fassen Sie (1) als die Gleichungen einer permanenten Bewegung 
eines Fluidums auf und bezeichnen mit »@ den Querschnitt des Stromfadens, so ist 


1 
ayX?+Y?+Z? 
der Multiplikator. Ist insbesondere das Fluidum inkompressibel, so ist (YX?+Y +2: 


die Geschwindigkeit) oYX°®-+ Y?-+ Z? bekanntlich konstant und also der Multi- 
plikator 1. — Ebenso fasse ich die bekannten inf. Transformationen sinnlich auf. 
Sei z. B. das Bewegungsphänomen symmetrisch hinsichtlich einer Geraden, so daß 
eine inf. Rotation nichts ändert.“ 

„Doch es wird mir nicht gelingen, dies näher zu explizieren. — Ich habe 
übrigens einige verwandte Sätze, die für meine Transforınationsgruppen von kapi- 
taler Bedeutung sind (zur Abkürzung der schrecklichen Rechnungen) gefunden.“ 

Vgl. auch Archiv for Math. Bd. X, S. 89f. (1884), d. Ausg. Bd. V. Abh. XIX, 
$ 3, Schluß, außerdem endlich Leipz. Ber. 1895, S. 262 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XX, 
Einl), wo Lie sagt: „Beispielsweise nenne ich, daß die Potentialtheorie mich 
ihrerseits zur Entdeckung des Zusammenhanges zwischen dem Eulerschen und 
Jacobischen Multiplikator und dem Begriffe inf. Trf., indirekt also zur Entdeckung 
des Hauptsatzes meiner Gruppentheorie führte.“ 

S. 188, Z. 5. Diese Angabe fehlt in den Sonderabdrücken der Abh. 

S. 188, Z. 14—17. Wirklich ausgeführt hat das Lie erst viel später, allerdings 
nur für einen besonderen Fall, s. Leipz. Ber. 1895, S. 506—508 (d. Ausg. Bd. VI], 
Abh. XXIII, $ IV). 

S. 188, 2. 18f. Jacobi, Abh. V. 

S. 191, 2.10 v.u. Die Abkürzung (A,B,) für A,(B,()) — B,(A,;(f)) wird hier 
zum ersten Male angewendet. In der Tat, setzt man 


La, af 4,8 
> 0 > 

AN= Min &4Pi 
i f i 


und betrachtet diesen Ausdruck als Fkt. von &,,..., 2» Pısy ++, 2), 80 wird 


Ir 
(Zaripı De,,P,) = (A: 4 0,)9 = AT A, A,f. 
‘ v ° 


S. 193, 194. Die auf Z. 9—11, Z. 8--6 v. u. gemachten Zusätze in eckigen 
Klammern sind auf dem hier eingenommenen Standpunkte nötig, man kann aber 
so verfahren, daß sie entbehrlich werden. Das meint Lie, wenn er Ann. XXV, 8.81 


1) Satz 16 (Ann. XI, S. 508, d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 10, Nr. 23) ist der 
erste Teil des hier auf S. 683 angegebenen Satzes. Satz 17 (a. a. O.S. 510 und $ 10, 
Nr. 24) enthält die Diffgl., denen der Mult. eines n-gliedrigen vollst. Systems in 
n Ver. genügt, es sind das die hier auf $. 682 aufgestellten Diffgl. für den Fall 
r=n, wo sich die Determinante im Zähler von M auf 1 reduziert. 
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(d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 1, Nr. 3) von einer formellen Vereinfachung spricht, 
die er schon 1874 angedeutet habe. Er hat sie eben durch Weglassung der an sich 


notwendigen Zusätze angedeutet. 
S. 193, Z.10v.u. Die 7z),_,,n»-- sind Lösungen, dürfen aber keine von den 


II, unabh. Lös. liefern. 
8. 194, Z.2,1v.u. Vgl. die Anm. zu S. 188, Z. 14—17, S. 677. 


S. 195, Z. 11 v.o. — 1 v. u. Wir setzen 
ol; _ 


1 Mn iin 
oz, Il;,: + Xı- X, =D, ...n' Z+I,,,0 Ia-nm u RER 
unter »,,..., », irgend eine Anordnung der Zahlen 1,...,n verstanden; dann ist 

INES : 
DXx = der... srraelalsemf) 
T 
1.31. ERBEN 1,0 3D 94 
2 | > | > | j Yı+:++.t’r pr +1...’ 
also X, II, Yz ax al == () 
j k T vg k,’r+n 
oder 
M) | Br Ir. m+R-1re +49 
MD... mir 0+1:- ne irn) 


Hieraus ersieht man, daß M immer das Zeichen wechselt, wenn man irgend zwei 
der Zahlen 1,..., n unter einander vertauscht. 
S. 196, Z. 11—13. Der wichtige Fall, daß der Übergang zu den neuen Ver. 
eine infinitesimale Transformation ist, verdient besonders behandelt zu werden. 
Führt man neue Veränderliche &,‘,..., x, ein durch die inf. Trf. 2, = x, + &, dt 


oder dx, =&,öt, so wird da, — du =dda, = dE,Ööt, aus Als = IT ün; 
, e 0 Om ° 
of ®. . 
oder Öö > IE da == () ergibt sich daher 
ar nn Aa = — > —6t (Gel,...,®) 


0% 00: O8, dx, 0x, 


Of. eine neue Form > be L ‚ woraus her- 


Andrerseits erhält die inf. Tel. IX, £ 


vorgeht, daß die X, geradeso transformiert werden wie die d,, das heißt, es ist 
SE 


1... 1..8er 2 
BP = 
= — 4 Rn... RE 
Yp +1: Mr+k—1r/e’r+k+rl md 
T k Ir +k 
oder 
i a 
a a 5 u 
dt Ip +1--- In Yr+i Ya X 
a Es 
1... 2..,0-r 
> d 
ui 4, k-1’r’r+k+1 ge 
rc ron 
i ud n r+ r+ 7’r+k+ 2.8 


a en al nl a ann ann 
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ER 1... 
DE 7 im D, O5, 
oXx! 02, >, So, u 7 zn 57 27 ie Be 7 Öz,, 
T 
2 nerl“ 
en San 
Tr rz—1’r+krstl Ir OR, i 


r+k 
De ist, so wird 
ER 
iM 08, 
0%, 


denn alle übrigen Glieder, fallen wegen (1) weg. Mit andern Worten: führt man 
in die Gl. A,(f) = 0 und in’die Lösungen II,,...., II,_, neue Ver. x, ein vermöge 


der inf. Trf. 2, = x, +8£,öt, so erhalten die A,(f) gewisse neue Formen 


AN) > xt A 


(2 Me II, —_ 3 

En m. 

und der Multiplikator M- Hu —r 
37%,.% 


des transformierten vollst. Syst. besitzt den Wert 


LI 
2 108, 
@ w-(i Side) 
Bedenkt man, daß die Funktionaldet. 
...n 
{ )- . 8 O5: 5; 
ER; - 0x 
so erkennt man, daß (4) nichts andres ist als der Liesche Satz für den hier be- 
trachteten besonderen Fall. 

S. 198, Z. 13—11 v. u. Diese Diffgl. hat Lie auch in seinen späteren Abh. 
nicht mitgeteilt. Veröffentlicht sind sie wohl zum ersten Male von Zorawski in 
einer polnisch geschriebenen Abh.: „Über Eigenschaften eines vielfachen Integrals“, 
Prace matematyczno-fizyezne, Warschau 1902 (ein vom Verf. selbst bearbeiteter Aus- 
zug aus dieser Abh. steht in den Monatsheften für Math. u. Physik, 24. Jahrg., 
S. 277—299, Teschen 1913). Wesentlich später ist die Veröffentlichung der Diffgl. 
durch Th. de Donder, Sur le multiplicateur de Jacobi generalise, Bull. de 
l’Acad. de Belgique, 1908, S. 795—811. 

Für die Denkweise Lies war es naturgemäß, die Multiplikatoren eines vollst. 
Syst. mit den inf. Transformationen zu verknüpfen, bei denen das vollst. Syst. in- 
variant bleibt. Wir werden sehen, daß man auf diese Weise sehr einfach nicht 
bloß zu den Diffgl. für den Mult. gelangt, sondern auch noch zu andern Lieschen 
Sätzen über Multiplikatoren und inf. Trf. 

Da die Gl. A,(f)=0 ein r-gliedriges vollst. System bilden, so bestehen Re- 
lationen von der Form 


ı ER u 
(6) (4,4,) = I U, rec &,) 4, f) Kiel... 
5 8 
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Läßt nun die inf. Trf. 2/=x,+ &,dt oder 


BN=> ur 


das vollst. Syst. inv., so bestehen nach S. 189 Relationen von der Gestalt 3% 


B(D)=o,(II, Ru I) Pr int... nr), 
es ist also I, = I,(&',...,2)=IL,+ 0,(II) dt ae... nr) 
ein dem Systeme II,,..., II,_, unendlich benachbartes System von Lösungen. Be- 
rechnet man die Funktionaldet. w> 

1l...r—n 
II, ee RER OA, 41... IL, +3 N 11. dt 
0 rd, 2 O,,.., r+t eL h’r+r 
Er 
07 (II) 
so erkennt man, daß S 
® er a) 
1...n—r 
%, 1 oe T, eg do (ID) 
(6) - -_ = Mit hier Aal 7 
D, Ele ol, 
ein von M unendlich wenig verschiedener Mult. des vollst. Syst. ist. Diesen neuen 
Mult. kann man nun aufstellen, ohne daß man die Lösungen II,,..., II,_, kennt. 


In der Tat, da das vollst. Syst. die inf. Trf. B(f) gestattet, so bestehen nach 
S. 190 auch Relationen von der Gestalt 


i...7 
(7) B(4N) — AB) = Da, -- 2) A,(f) (k=1,.. „r). 
= 8 


1.0 WER. 
Es wird aber A,(f) -> PREHp LE - > (X + A; BEDPLR 


1.8 
DR + (En BR), 
? “ 


mithin kommt bei Einführung der neuen Ver. x; 
1.7 


(8) AN as st) A, N) (k=,.ur). 
8 
Andererseits ergibt sich I, = I — o,(II‘,..., II/_,)St. 


Nunmehr können wir den früher berechneten Mult. M des transformierten vollst. 
Syst. in neuer Weise darstellen. Es wird nämlich 


E+X,.. X, =-E+X,...X, Dei, — dt) 


1.:.0 
= ZE+X,'... x,.(: 3.88), 
$ 
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£ 
folglich: M=-M|ı-— 7 do, IT“ Fr Dur), 
IT, 


w M=M(,::..,)=M+ _ mithin 


1...n— 
(9) M=M+ Ivan m — 3 + ui.) 


was mit dem früher ee Ausdrucke (4) verglichen zu der Formel 


yz do, (MM) 
(10) B(M) + (2 nd ) ni us DI 


Aus (6) ergibt sich jetzt, daß unsere Trf. B(f) den von M unendlich wenig 
verschiedenen Mult. 


a+|zan B* (SE + Sh.)) st 


liefert, ein Ergebnis, das übrigens auch darauf hinauskommt, daß die linke Seite 
von (10), wenn sie nicht identisch verschwindet, stets wieder ein Mult. des vollst. 
Systems ist. 

Das vollst. Syst. A, (f) = 0 gestattet die inf. Trf. B(f) insbesondere immer dann, 
wenn die Gl. B(f) = 0 dem vollst. Syst. angehört, wenn also 


Lur 
BN= = Zar) 


Die Relationen (7) erhalten da die Gestalt 
TEN a m 
(7b) B (AN) — 4,(BN) = I FAN -— Da AN, 
ks k 


während die hr ;) = 0 ;(H, NR alle identisch verschwinden. Diese inf. 
Trf. des vollst. Syst. liefern PS a einlich keine neuen Multiplikatoren. Es 


wird aber ; 
.. 
&, = Yo,X, Va ey 
k 
SE ı 
DI TLIT Zr A,(e,) (yes =1,..4r) 
k 


und aus (10) folgt 


: MR u 1.::8 3,9 SE FRE SET u 
d 
> 04,(M) + 2 > 32, (X) +M > > SEP Aue) - 0 


eine Gl., die wegen der Willkürlichkeit der ge, in die r nachstehenden 


rc k RE. 
(11) 4,(M) + M > +2 Ku 6 (k=1,..4r) 


i 
zerfällt. 

Diese Diffgl. (11), die von jedem Mult. M befriedigt werden, können nun ge- 
radezu benutzt werden, um den Mult. zu definieren. Es ist nämlich 
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3 BR: ; a | 1... i N 
0% 0% \ _ «_0’X,’ ;_ 9X, 
«( n) ne FE? ) -I(x 800, 5 5a)” 


9. 


1... . 
"2, S(23# Öx, v 32) - S72 (18) - 4080) 
% 
Andererseits liefert die Jacobische Identität 
((4,4,) 4,) + ((4,4,) 4,) 4 ((Ay4,)A,) u 0 
bei Benutzung von (5) wegen der Unabhängigkeit der r Gl. A, ‘f) = 0 


I... 


PAIR Purr 7 Pens Pıkı er Parks P,jr) ER Ay(Pr;r) mx 4, P;x2) + A, Pre) 
® 
und daraus folgt 
L.ur ı RAR 430,% EEE . .,,% 
A, (3%...) =. (Ii..) DET 
8 s 1 8 s 
während 
1:38 N 
0X, oX 1X 
4( IE - 43 ze) =. 5 Par 5 ! 4 Daci 
f r 
wird. Die r linearen part. Diffgl. 


1.8 Kar. 
} Ar 9x: > oF 
= Aa B + : Bla (k=1,...r) 
s 


in den Ver. &,,...,%,, M stehen demnach in den Beziehungen 


A,(A; (F)) — A,(A, m) - 3% 5A, (F) (Ki=h...n) 


und bilden ein r-gliedriges vollst. System, das n-+ 1— r unabh. Lös. hat, nämlich 
außer II,,..., II,_, noch eine von M nicht freie Lösung. Hierin liegt, daß das 
System (11) immer Lös. hat, wenn die r unabh. Gl. A,(f) = 0 durch Relationen 
von der Form (5) verknüpft sind, und zwar erhält man die allgemeinste Lös. von 
(11) aus irgend einer partikulären Lösung durch Multiplikation mit einer willkür- 
lichen Lös. des vollst. Syst. A,(f) = 0. Die Lösungen von (11) sind mithin die Mul- 
tiplikatoren des r-gliedrigen vollst. Syst. A,f) = 9. 

Es bleibt jetzt noch der allgemeine Fall zu betrachten, daß das vollst. System 
A,(f) = 0 die inf. Trf. B(f) gestattet, ohne daß die Gl. Bf) —=0 dem vollst. Syst. 
angehört. 

In diesem Falle zeigen die Relationen (7), daß die G1.A, )=P0,..., A, N) =, 
Bf) =! ein (r + 1)-gliedriges vollst. System bilden, dessen Multiplikator N durch 


die Gl. i 
ro 
A) + x|> n 


us; 15.57 
Bon +n| zu + Dh |- 


definiert wird. Berücksichtigt man daher die Gl. (10), so erhält man folgenden Satz: 


| E_ 0 83.1...) 
(12) 
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Kennt man von demr-gliedrigen vollst. Syst. A, (fJ=0,..., A,(f)= 0 


einen Multiplikator M und eine inf. Trf. Bf) = zuzt, so daßalso Re- 


lationen von der Form 


ı KH. 
B(A,)) az A,(Bif)) = 1,4, f) (k=1,..,r) 
8 
bestehen, während die A,(f),..., A,(f), B(f) nıcht durch eine lin. hom. 
Relation verknüpft sind, so ist der Ausdruck 
Sy 0%, LER, 
Blog) + D5i+ Da, 
j %, 
° s 


entweder eine Konstante oder eine Lösung des vollst. Syst. A,(f) = 0. 
Verschwindet der Ausdruck identisch, so ist M ein Multiplikator des 
r +1)-gliedr. vollst. Syst. A, f) =0,...,4.(f)=®, Bf) =0. 

Den ersten Teil dieses Satzes hat Lie erst 1876 in den Math. Ann. Bd. XI, 
S. 508 ausgesprochen (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 10, Nr. 23), den zweiten Teil erst 
1884 in Bd. IX seines Archivs auf S. 435 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XVI, 8 1, Nr. 1). 
An der zweiten Stelle betrachtet er dann auch noch den Fall, daß jener Ausdruck 
eine von Null verschiedene Konstante ist (a. a. O. 3. 436—441, $ 1, Nr. 2). Zu be- 
merken ist jedoch, daß Lie beide Male die unnötige Beschränkung hinzufügt, die 
Ausdrücke 4,(A (f)) — 4,(A(f)) sollen alle verschwinden. 

Vergleicht man die auf 8. 676 angeführte Briefstelle, so kann man nicht daran 
zweifeln, daß Lie den eben ausgesprochenen Satz ungefähr auf dem von uns ein- 
geschlagenen Wege gefunden hat. Möglich ist es immerhin, daß er ihn nur für den 
Fall des Verschwindens aller 4,(A,(f)) -- 4,(A, (N) = 0 bewiesen hat. Diese Beschrän- 
kung hat nämlich keine praktische Bedeutung, denn kennt man für das r-gliedrige 
vollständige System 4, (f)=®,..., A,(f)=0 einen Multiplikator M und setzt man 


4... 
BN = Da. 2) AN @=1,...r), 
ij 


wo die Determinante der #,, nicht identisch verschwindet, so kennt man auch für 
das äquivalente vollständige System B, (fJ)= 0 einen Mult., nämlich M:2-+9#,,::-®,.. 

S. 202, 2. 6—8. Statt die inf. Trf. (B, B,), (B,B,) zu benutzen, ist es ein- 
facher zu bemerken, daß B,u, (k,j=1,2) immer eine Lösung ist. 

S. 202, Z. 10f. Jacobi, Abh.V. 

S. 208, Z. 7f. Zur Bestimmung jeder andern Lös. sind eben zwei Quadr. er- 
forderlich. 

S. 204, Nr. 14. Hier werden die Lös. des vollst. Syst. durch eine Gruppe von 
vertauschbaren Trf. unter einander vertauscht und 9. 205, Nr. 15 durch eine Gruppe 
von der Art, die Lie später als integrabel bezeichnet hat. 

8.204, 2.5 v.u. Eine Relation I, =o(II,...,IL,_, Hayes rd 
kann nicht bestehen, weil die rechte Seite eine Lös. von B,‘f) = 0 ist, die linke 
aber nicht. 

8. 204, 2.2, 1 v.u. Auf Grund der Gl. 


24, [9 (dr - [Eu gar. 


S. 205, Z. 4—1 v.u. $. Leipz. Ber. 1895, S. 68 (d. Ausg. Bad. IV, Abh. IX, 
Schluß von $ 2). 
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Zu Abhandlung XV, S. 207—220. 


Inhaltsangabe im Bull. XIV (II. Ser. IID, 1879, II. part. 8. 167. — 8. 207— 218 
findet man wenig verändert Ann. IX, S. 279—-289 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. II, Abschn. II, 
$ 10—13). Vgl. 8. 675, Z.3—1v.u. 

S. 207, Z. 15f. A. Mayer, Abh. VI, ausführlicher VIa mit Nachtrag, ferner VII. 

8.208ff. An Stelle des R, _ ,:%0, &, -- ‚2%, in Abh. XII hier der R,:x,,...,x,- 

8.208, 2.5. fi,..., /, sind Koimogeik von 1.0. i. B. auf FREE E 
Zur Gallen kommt das ide erst von 8. 211 ab. 

S. 208, Z. 16—21. In das Exemplar der Abh. Ann. IX (s. oben), das er mir 
1884 schenkte, hat Lie am Rande von S. 279 (Anfang von $ 10) bemerkt: „Man soll 
sich die fals gew. Potenzreihen denken, dann wird nicht über mehrere Fälle die Rede“. 

Zur Bestimmung der char. M, dienen die Gl. 


> ER 
Aßems nee Ruin - Da ae, 


Diese sind von ein. unabh., denn die Gl. A,(f) = 0 sind nach den Abl.  PREERR 
aufgelöst, außerdem stehen sie nach 8. 37 und 66 in den Beziehungen : 


Ad —- a AN=0, (AB=$, 
sie bilden also ein (g + 1)-gliedr. se System. Da ferner fı,.-., f, von Pi, .,2% 


frei sind, so kommen in A, ({f),- - - 4,N nur die Abl. Fi; ER ln vor, nicht die 
Ver. 9,,-.-,2, selbst. Hieraus folgt, daß die Gl. x 
of 
A = 0 o—— = 21.5 ’ B == (0 
k (f) ’ op; ( q) (f) 
ein (29 + 1)-gliedr. vollst. Syst. bilden, daß also die Gl. A, v =(0, B(f) = ge- 
rade 2n — 2q— 1 unabh., von 9,,.. +2, freie Lös. FL... ., P,._ u besitzen. 
Diese Lös. sind homogen von nullter O. i. B. auf Po+19:::, 2, und sind offenbar 
von &,...,%, unabh. Die Gl. | 
ur. 0 (k=1,...,9), F', = Const. (=l..,2n—-2g9-1), 
die die char. M, darstellen, bilden daher mit den Gl. =a, (k=1,...,g) zu- 


sammen ein Syst. von 2" — 1 unabh. Gl., das in den p, homogen ist und daher, 
solange die a, unbestimmt bleiben, nur von einer diskreten Anzahl von El. erfüllt wird. 
S. 210, Z. 2. Man erinnere sich, daß der obere Index die Dimension der 
Punktmann. angibt, der untere die der Elementmann. (S. 155). 
S. 210, Z. 4—1 v. u. Benutzt wird außerdem noch Abh. XII, S. 170, Satz 4. 
Vgl. auch 8. 157, Hilfspr. 2. 


S.211,2.13v.u. Man beachte, daß Lie die Proportion p,:...: p, = — 
einfach durch die Gl. p, = W, ersetzt. 

8. 212, Z. 13—11 v. u. Ersetzt man nämlich r,, x, p der Reihe nach durch 
At,, £:h, Ap, so behalten die Gleichung p — Zr, fi” = 0 und der Ausdruck 
pdz + Ep 4%, +; beide ihre Form. 

S. 212—214. Vgl. Abh. XXI, S. 332—335. 

S. 214, Z. 1—15. Die Begründung ist etwas unklar. Zunächst brauchen 
A, ,...,a, auf Z.12 keineswegs dieselben Größen zu sein wie auf Z.8; die Gl. Z. 12 wür- 
den daher besser so geschrieben: I,=k, x, —=b,. Ferner würden, wenn eine 
Relation 2=0 bestände, die Gl. II,=k,, x = b, gar nicht für alle Wertsysteme 
ki b. verträglich sein, sonderu nur für solche, für die X(k,,.. kan - 29-10 


DL, —4a,..., b,—a)=0 wäre. Aber diese ganze Betrachtung ist überfäenig, denn 
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wir haben ja gesehen, daß IL,..., Ma, _9,-17 Cr, 2, unabh. Fkt. sind, was 
eben der eigentliche Sinn des Satzes 1 ist. 
S. 214, Z. 12 v.u. Lie schreibt hier und im Folgenden stillschweigend M? 
statt M, , jedenfalls weil die char. M_ bier auch als Punktmann. q-fach ausgedehnt sind. 
S. 214, Z. 17—22. Die char. Str. der Gl. p — Er, ff = 0 werden durch das 
zweigl. vollst. Syst. 


(p—- Zur, =, r5 + Day - 0 


bestimmt; in diesem kommt zwar die Abl. f, vor, die Ver. p selbst aber nur in der 
zweiten Gl., mithin besitzt ee 2n — 2q — 1 unabh. von p freie Lös., gerade soviel, 
wie das Verfahren auf S. 212£. liefert. 

S. 215, Z. 11—8 v.u. Man braucht 2n — 2q — 1 Fkt. 2,, überdies muß für 
p=p,a=0,2, 1; = 640 Dari = Dri die Gl. p=Zr,f/ erfüllt sein. Man hat 
also 20" — 2q +1 Gl, aus denen die 2% — 2g Verhältnisgr. p, ,,:?, P/;; :p° zu 
eliminieren sind. 

8.215, 2.4 v.u. Die Integral M„__ der vollst. Lös. brauchen als Punktgebilde 
nicht (n— g)-fach ausgedehnt zu sein, die Elim. kann daher mehr als eine Gl. 
W, = 0 liefern. 

S. 216, Z. 5—7. Ich kann nicht finden, von welchen Jacobischen Sätzen die 
Sätze 7 und 8 als besondere Fälle umfaßt werden. 

S. 217, 2.2. Diese Gl. ist eine Identität, weil sie von p, und p, frei ist. 

S. 219, Z. 1 und 13. Vgl. die Anm. zu $. 172, Z. 8f., 8. 675. 

S. 219, 2. 4f. Vgl. Abh. IX, 8. 117. 

8. 219, Z. 12—17. Zweifellos sollen EEE FESTEEETE Ad 7 die Gl. sein, 
die durch Elim. aller p, erhalten werden, also sind @,,1,---, 9, auch von p,,1; 

..,2„ frei. Die Klammerausdrücke aus den linken Seiten der aufgelösten Gl. sind 
frei von 9,,- : -, Dos Boyıy 9 u: Verschwänden sie nicht id., so käme man 
nach S. 173 auf ein Invsyst. von mehr als g unabh. Gl., dessen El. sicher nicht in 
00””27 Integral- M,„_, angeordnet werden könnten, was doch bei dem Glayst. 
N, =4%,...,N,=a, der Fall ist. 

S. 219, 2. 19—23. Ist o<{g, enthält also das Invsyst. 9— o Gl. zwischen den 
x allein, so kann man zunächst, indem man den Satz 8 (qg— e)-mal anwendet, das 
Problem auf ein e-gliedr. Invsyst. in n— ge Ver. zurückführen, das nach eg Grö- 
ßen p aufgelöst ist, dieses aber kommt nach Satz 6 auf eine Gl. inn—g-+e—e+1 
=n—gq-+ 1 Ver. zurück. 

S. 219, 2.9 v.u. „q-fach von char. Str.“ nicht sehr glücklich statt „von 
0091 char. Str.“. 

S. 220, Z. 5f. In Wirklichkeit verhält es sich so, daß A. Mayer in Abh. VlIa 
gewisse Entwicklungen gemacht hat, aus denen man den Lieschen Satz herauslesen 
kann. Man muß aber Lie sein, um den Satz herauszulesen, und besonders, um ihn 
A. Mayer zuzuschreiben. 

S. 220, Z. 4—2 v.u. Vgl. Ann. IX, 8. 276, 290f., 294—296 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. II, $ 8, Nr. 16; Note 1 und Note 3). 


Zu Abhandlung XVI, 8. 221—251. 


Inhaltsangabe im Bull. XIV (III), 1879, 2. Teil, S. 167. Nur zum Teile in um- 
gearbeiteter Fassung wiederholt Ann. XI, S. 529— 545, 1877 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III. 
Abschn. III). 

Lie erwähnt die Arbeit in einem Briefe von 1875 (s. S. 675). A. Mayer hat 
am 15. 4. 1876 einen Sonderabzug erhalten. 

S. 221, Z. 13—16. Clebsch bezeichnet Jacobis neue Methode als die wahre 
Verallgemeinerung der Untersuchungen Lagranges. Ürelle Bd. 60, S. 193. 
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S. 222, Z. 1—12. Mit reinen Worten ausgesprochen ist das wohl nirgends; 
erst Lie hat gelegentlichen Bemerkungen von Jacobi, Clebsch, Weiler, Natani 
diese scharfe Fassung gegeben. Vgl. Jacobi Werke IV, S. 314—316. Clebsch, 
Abh. II, S. 215, 227 £. 

S. 222, 2.14. Weiler, Abh. II, 1863. 

8. 222, 2. 16—18. Vgl. S. 628 ff. 

S. 222f. Die Tabellen beziehen sich auf die Integrat. einer part. Diffgl. 1. O. 
F(e,2,,-.::,%,_1: Pıs--»2,„_) = 0 in n Ver. Sie sind spaltenweise zu lesen, 
denn z. B. Pfaff verlangt zuerst die vollst. Integr. eines sim. Syst. in 2» — 2 Ver., 
was der Reihe nach die Elementarop. 2n — 3, 2» —4,..., 38,2, 1 erfordert. 

S. 222, Z. 20—15 v. u. Vgl. hier Abh. VII, S.54—61, Abh. VIII, S. 93—96. 

S. 223, 2. 4—1 v. u. Die Bezeichnung „Axiom“ ist unrichtig; es handelt sich ja 
um einen Satz, der sich beweisen lassen muß. Einen Beweis hat W. P. Maximo- 
witsch geliefert (Kasan 1885). Vgl. Fortschr. d. Math. Bd. XVII, 1885, S. 305—309. 

S. 224, 2.17—25. Es handelt sich also um Trf., die das (n — 1)-gliedr. vollst. 
Syst. inv. lassen, dem die Fkt. II(&,,...,x,) genügt. Lie hat später die hier ge- 
wählte, höchst unzweckmäßige Ausdrucksweise aufgegeben und spricht dann von 
Invarianz der Fkt. II nur, wenn II(f,,..,J=1lay', ...2,) ist. 

S. 225, Z. 13, 12 v.u. Die inf. B.T., die hier betrachtet werden, sind überdies 
alle homogen. 

8. 227, Satz 4. Der Satz kommt darauf hinaus, daß die Untergruppe, die durch 
die ausgez. Fkt. X,, ..., Ä, bestimmt wird, für sich inv. bleibt. 

S. 229, Z. 13—17. Man beachte, daß Satz 4 auch für die ausgez. Fkt. nullter 
0. X, :.., Xy der hier betrachteten Gruppe gilt. 

S. 231, Satz 8. Die Zahlen « und ß sind beide > 0, ß weil FH homogen von 
1.0. sein muß, « weil es eine nicht ausgez. Fkt. nullter O. geben soll. 

8. 232, Satz 12. Es fehlt der Zusatz: wo F die Fkt. P, ‚, wirklich enthält. 

8. 232, 2. 4—1v.u. Der Klammerausdruck wird hier in zwei verschiedenen 
Bedeutungen gebraucht. Bei dem Wiederabdruck habe ich das dadurch kenntlich 


ht, daß bei 
gemacht, ei A AM— ıAM=(A;f, Af) 


fette Klammern gesetzt sind. Vgl. die Anm. zu $. 191, Z. 10 v. u., 8. 677. 

S. 236, Z. 1, 2. Hätte besser so geändert werden müssen: „Lösung haben; 
überdies ist die Differenz zweier sukzessiver Zahlen höchstens gleich 1.“ 

S. 236, Satz 19. Es wird stillschweigend vorausgesetzt, daß y<n ist. Für 
q=n gilt nämlich der Satz nicht, denn zu den Fkt. X,,..., X, steht z. B. das 
vollst. Syst. mit den beiden Lös. X,, 7, in inv. Beziehung. 

S. 236, 2.4, 3 v. u. Die Lösungen dieses Syst. sind also alle ausdrückbar 
durch X,,..., X, und durch eine von X,,.... X, unabhängige. Nur wenn kS4q 
besitzt das Syst. überhaupt bloß eine Lös. 

8. 237, 2. 2. Das vollst. Syst. A,f=0,..., A,f=0 gestattet ja alle inf. B.T. 
H,, wo H, der Polargruppe X,,..., X,, Dips angehört. In dieser Polargr. 
aber sind X, „jr, X, keine ausgez. Fkt. 

S. 237, 2. 12. Jede der in II vorkommenden Größen \,,..., X,, insbesondere 
also eine gewisse der Größen X, +17, X, ınuß eine Lösung sein; X, selber 
braucht keine zu sein. 

S. 237, 7. 17—22. Wenn k=s=n ist, kann «= n werden. Dann aber ist 
P„ die einzige Lös., die das Syst. 8. 236, 2. 7 v. u. überhaupt hat, und es ist 
P„, 9X, )P) =9(X, P,, also auch X, eine Lös. von A,f=Ö,..., A,f=!°. 

S. 237, Satz 20. Es ist ’<n. 

S. 239, 2.13. Man wählt X, 
«<g” oder >gq”. 

S. 240, 2.2v.u. Aus der Lös. Przı folgt andrerseite durch Benutzung der 
mE IH: 8X... P 


gi + GB A... X auch alle Lös. sind. 


in der Gr. oder in der Polargr., je nachdem 
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S. 241, 2.20. Ist s>g”-+1, so steckt X,»;, unter den Fkt. X,,..., 
es braucht daher nur der Fall «=+4”+1 in Betracht gezogen zu werden. X,, darf 
keine ausgez. Fkt. sein. 

S. 241, Z. 10—6 v. u. Eigentlich: II(X,, Xrrn Pr +ı) (s>d). 
Kommt hier die Fkt. X, («>g’ und =#g” +1) wirklich vor, so ist wegen der inf. 
Trf. g(X,)P, auch X, eine Lös., also alle Fkt. nullter O. der Gruppe oder der 
Polargr. Daher bleibt der Fall einer Lösung 


nF N 


Käme hier X g’+1 wirklich vor, so würde die inf. Trf. 


N Ri A, 


zeigen, daß jede Fkt. N eine Lösung wäre, dann aber kämen wir entweder auf 
schon erledigte Fälle oder auf den Fall, daß eine nicht ausgez. Fkt. nullter O. wie 
Xnygı ee, A, Lös. wäre. 

S. 242, Z. 3f. Ist nicht geschehen. 

S. 242, Satz 22. Auf Z. 8 müßte es heißen; „besitzt und das zu der Gruppe 
in inv. Beziehung steht“. Ferner wird natürlich vorausgesetzt, daß die Gruppe auf 
kanonische Form gebracht ist und daß diese kan. Ferm zu einer 2n-gliedr. kan. 
hom. Gr. X,,.:, X,, Pi +, P„ ergänzt ist (vgl. Abh. VIII, S. 90, Satz 2 u. 4). 
Z. 13f. sind so gemeint, daß, wenn das vollst. Syst. m unabh. Lös. hat, daraus nur 
m — 1 unabh. Fkt. nullter O. der Gruppe gebildet werden können. 

S. 242, Satz 23. Es können auch alle Fkt. der Polargr. Lös. sein. 

S. 243, Z. 10—14. Vgı. $. 167 und 8. 219, Z. 1—12. 

8. 243, 2. 1v.u. Vgl. Satz 19, S. 236. 

S. 244, Z. 8—13. Das Invsyst. kann nach S. 215, Satz 6 auf eine Gl. in 
rn — q-+-1 Ver. zurückgeführt werden, und diese erfordert nach $. 10 die Operationen 
2n—qa+1) —3=?2n — 29 —1,2n — 29 —3,.... 

S. 244, Z.15, 14 v.u. Nach Satz 19. 

S. 244, 2. 5—1v. u. Das geg. Invsyst. ist integriert, wenn das Invayst. 
X, = 4,...,X,=a, es ist, dieses aber erfordert nur die im Text angeg. Op. 

S. 245, 2.10, 9 v.u. Dieser Grundsatz ist S. 244, Z.5—13 und Z. 9—1v.u. 
verwertet. 

S. 246, Z.3f. Eine solche ist die Liesche Methode, die das g-gliedr. Invsyst. 
in n Ver. auf eine Gl. in a — q +1 Ver. zurückführt, denn die Beziehung zwischen 
dem Invsyst. und dieser Gl. bleibt bei B.T. offenbar nicht erhalten. 

S. 247, 2.3. Besser „der andern Kat.“. 

S. 247, Satz 28. Vgl. 8. 219. 

$. 248, Z. 15—17. Vgl. 8. 218. 

S. 249, Z. 20f. Die Voraussetz. kommen ja darauf hinaus, daß für das Invsyst. 
X =4,..,X,_]=@,_, die Lös. X, ‚fu... .,f, des vollst. Syst. (X,f)= 0, ..., 

(X,_ıf) = 0 bekannt sind. | 
S. 249, 2.4 v.u. — 8. 251, S.4. Hierauf bezieht sich Abh. XVIII, S. 261, 
2. 1—5, und ein Brief von Lie, S. 698. Daß der in Nr. 22 versuchte Beweis nicht 
Stich hält, zeigt sich aueh darin, daß die Bestimmung der ausgezeichneten Funk- 
tionen überhaupt nicht erforderlich ist (vgl. Abh. XVIII, 8. 273—275). 

S. 250, 2. 6f. 8. 237, Satz 20. 

S. 250, Z. 20—22. Dieselbe Methode auch hier Abh. VII, S. 94. Die Zahlen r 
und m auf S. 94 haben hier die Werte r= 29"— d’—gq, m=g'—q, also wird 
2n—2q— r— m— 1=2n— 2qg”—1, und die erforderlichen Integrationsop. sind 
‘’—4, d—q—1,...,2%,1 und 22 —29’”—1,...,3,1. Vgl. jedoch Abh. XVII, 
S. 284, Theor. V, wo ebenfalls m = q’—g ist und 2!+m =2n— g— 2q”’-+g’ und 
Ann. XI, S. 487, 544 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Theor. IV am Schlusse von $ 5 
und 8 17, Nr. 47). 


688 Anmerkungen zu Abhandlung XVI, S. 250, XVII, S. 252—257 


S.250, 2.10 v.u.— 8.251, 2.4. Man beachte, daß X,+1 FRE © yn Pr+ı Kar Pr 
und auch die ausgez. Fkt. Pır+ ‚ unbekannt sind; man kant, 2 RR es 
einander unabh. Fkt. von ihnen und von X,,...,X,. 

Die Fkt. X ,»- ‚X, findet man durch die Op. ’ —q, !—q—1,...,2%1. 
Für X»,5 hat man a I q’+2 Gl. mit den g’ bek. Lös. X,,.. e: ‚ also 
fehlen noch 2n — 29” — 2 Lös. Zur Bestimmung von X» ,9, Xrygı --- 3 sind 
daher die Op. 2n — 2q” — 2, 2n — 2q”—4,...,2 erforderlich.!) Das sind die- 


selben Op., die S. 93, Z.4,3 v.u. — S. 94, 2.4 gebraucht werden (8. S. 649f.), denn 
für die dortigen Zahlen » und m ist —+r=2qd’— Y+1,q+m=dg-+1, also 
2n— 2qa— m—r—=2n — 24” — 2. 

Hat man X, gefunden, so bildet man das vollst. Syst. 


KN=9..., (X, f)=9 (Kryaf)=9..., (X, f)=0 


das 2 — ‘’— (n— ie )=n+g”—g’+1 Lös. hat, von denen bekannt sind’): 
Kr Am Auuygse- Er Pr vern Pan Pyrynp also n+g”— g’. Die eine 
fehlende Lös. Anne man au eine PRO a wenn man sich auf die von Lie 
verallgemeinerte Jacobische Multiplikatortheorie stützt. 

In cer Tat, die G. A, f)=0 (k=1,....n—q’+d«d— 1) unsers vollst. Syst. 
stehen paarweise in den Beziehungen A,(A,(f)) — 4,(A,(f})= 0 und haben den ge- 
meinsamen Jacobischen Mult. 1, so daß 1 zugleich ein Liescher Mult. des vollst. 
Syst. ist (Ann. XI, S. 509, Anm.; d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $10, Nr. 23). Führt man 
nun die a-+ g’— g’ bekannten Lös. nebst n — q”’+ gq’ geeign. Größen als neue Ver. 
ein, so erhält man ein neues (n — q” + g’— 1)-gliedr. vollst. Syst., von dem man 
einen Mult. angeben kann (Abh. XIV, 8. 198). Da aber in diesem vollst. Syst. nur die 
Abl. nach n— g”’+-.g’ Ver. wirklich auftreten, so ist es gleichbedeutend mit einer 
totalen Diffgl. in n— q”-+g Ver., von der ein Eulerscher Integrabilitätsfaktor 
bekannt ist. 

Die Fkt. X, y"+1Y die man findet, ist zwar im allg. nicht homogen von nullter O., 
aber das Involsyst, 8. 250, Z.1 v.u. ist erledigt, weil man alle Funktionen kennt, 
die mit den Fkt. des Systems in Inv. liegen (s. S. 54 und die Anm. dazu, 9. 647). 

Zweckmäßiger scheint es ja, zu den vorhin angegebenen Gl. ro P> Dif,, = 0 
hinzuzufügen, dann aber erhält man ein vollst. Syst. mit n+qg”’—g’ Lös. von 
denen im allgemeinen nicht » + q’— g’— 1 bekannt sind. 


Zu Abhandlung XVII, 8. 252—259. 


Das betr. Heft des Archivs ist im Mai 1876 erschienen. Die Arbeit ist mit 
einigen Änderungen abgedruckt Ann. XI, 8. 547—551 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, 
Note 2 hinter $ 18). Vgl. auch hier Abh. XXI, S. 350f., Note. 

S. 252, Z. 17—21. Vgl. Abh. IX, S. 116—119 und Ann. VIII, S. 238 (d. Ausg. 
Bd. IV, Abh. I, $ 5). 

S. 252, 2.9,8v.u. Clebsch, Abh. II, S. 196—198. 

S. 253, Z. 8. Vorausgesetzt wird selbstverständlich, daß (2) weder von allen x 
noch von allen x’ frei ist. 

S. 253, Z. 11—8 v. u. Dieser Standpunkt wird indes nicht folgerichtig durch- 
geführt. Z. B. hätten die Grade der Homogeneität von & i. B. auf die x und die x’ 
verschieden angenommen werden sollen (8. 254, Z. 1—4); da die p, Verhältnisgrößen 
sind, so hätten die Gl. (6) geschrieben werden müssen: 2=0,p,=42,,, und man 


1) Das X, _, auf 8. 250, 2. 3, 1 v. u. beruht zweifellos auf einem Schreib- 


fehler; es muß x heißen. 
2) Eigentlich kennt man nur n + g”— g’ unabh. Fkt. davon. 
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hätte sich die x’ und A eliminiert zu denken, was auf eine andere Det. führen würde. 
In den Ann. XI verzichtet Lie auf die Homogeneität in den © und den «'. 

S. 253, Z. 7—4 v. u. Selbstverständlich ist zugleich Zx,'p, = 0. 

S. 254, Z. 15—11v.u. Lie denkt sich die Rel. 2x,»,= 0 zu den etwaigen 
von den x’, p’ freien G]., die aus (7) folgen, hinzugefügt, sie wird also in der Zahl 
m nicht mitgerechnet. Ebenso ist es in Satz 1, S. 255. 

S. 255, Z. 10f. Auch hier hätte A, nicht gleich 1 gesetzt werden dürfen. 

S. 256, Satz 2. Die Gl. Zx,p,=0 und Zx/p/—=0, die man immer hinzu- 
zufügen hat, werden nicht mitgerechnet. 

S. 257, Z. 1—6. Vgl. auch hier Abh. XII, S. 150-155, 172—174. Faßt man 
die x’ als Parameter auf, so kann man die dx’—=0 setzen; aus (8) und (9) erhält 
man dann durch Elim. der 4 ein Syst. von Gl. zwischen den x, p und «’, das 
bei beliebigen x’ die Gl. Zp,x,=0, Zp,dx, = 0 nach sich zieht und das also in 
dem R,_, mit den hom. Punktkoord. x,,..., x, eine Schar von Elementmann. im 
Sinne von $. 155 darstellt. Jede Elementmann. der Schar besteht aus oo”? El. und 
die ganze Schar bildet eine vollst. Lös. des Syst. von part. Diffgl. 1. O., das durch 
Elim. der x’ hervorgeht. Die betr. Gl. zwischen den x,, p, stellen also eine Mann. 
von EI. des R,_, dar, die sich in lauter Element-M, _, dieses Raumes anordnen 
läßt, sie bilden demnach ein Invsyst. 

Lie spricht von Integral-M, _,; daran, daß die x,,p, Konnexkoord. sein sollten, 
denkt er also gar nicht mehr. 

S. 257, 2. 11lvw.u. — 258, 2. 6. Der Einfachheit wegen wollen wir die x, als 
nichthom. Koord. betrachten, wie es Lie tatsächlich tut; es sind also nur die p, Ver- 
hältnisgrößen und die Elementkoord. x,,p, und x/,?, sind von einander unabh. 

Stellen nun die Gl. 


P, — A; —=0, Fila sr Dmzı:! Par Pu _ 1: P,) = Const. 
val,...mi k=1,...,0-M) 
eine vollst. Lös. des Invsyst. ge h —= (0 dar, so verschwindet der Ausdruck 


p,da, +: +p.de, vermöge p, ah eh y EN dp, —dh, =0,dF,=0, 
es besteht also eine Id. von der Gestalt: 


1.528 Mm .n— m 
D pda, Sn h,)d, N 2 Dil& +7 Las Pnzıy + Pu) 4Fr; 
i X 
wegen der Unabh. von F,,..., F__,, Sind hier die ®, eindeutig bestimmt und 
werden offenbar hom. von 1.0. in 9, 1,:--,2,. Hiermit ist die Gl. (17) gewonnen, 


andrerseits ergibt sich aus Abh. IX, S. 116—118, daß die 2n Fkt. ee Fsp2,—h 
®, von ein. unabh. sind und daß die Klammerrelationen S. 258, Z. df. ER 
Dekan sind die 2% — 2m — 1 von einander unabh. Fkt. F},..,F, _nı BP :®, _ u 
®,„_m-ı:P®„_,„ wnabh. Lös. des (m + 1)-gliedr. vollst. Syst. 

2,9 


(Pu— Run H=% (a=1,...,), 227,” 


und bestimmen gleich willk. Konst. gesetzt die char. M, des Involsyst. 2, h,=). 

Die Gl. Z0,dF,=26®,dF'; ist eine Folge von (8), (9), (10), die ja die Gl. 
9, h,n=0 pi—h, = 0 und Zy,da, = Zp,;dx, nach sich ziehen. Andrerseits 
zieht die Gl. Zd,dF +2:— B/ıdF/’=0 nach Abh. XII, S. 150—153 mindestens 
2(n— m) unabh. Relat. zwischen den F', F'’, ®,, ®/ nach sich! und, da sowohl 


1) Denselben Schluß macht Lie bei einer späteren Gelegenheit (Abh. XXI, 

S. 324, Z. 10—15). Merkwürdigerweise unterläßt er es aber, auch die Gl. Zp,dz;, 

—=Zp,dx; in der Form Zp,dx;, + Z(—p;) dx, = 0 zu schreiben und so die vorhin 

erwähnten Betrachtungen von Abh. XII für die Theorie der B. T. nutzbar zu machen. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 44 
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die F',®, als die F‘/, ®,' von ein. unabh. sind, auch nicht mehr als 2 (n — m) 
unabh. Rel. Diese Rel. sind deshalb sowohl nach den F'/, ®,/ als nach den F', ®, 
auflösbar: = A, (F', 8), &,=B,(F’, ®) (=1,...,n— m). Denkt man sich 
die A,, B, als neue F'/', ®,' eingeführt, so erhält man die Gl. (20). 

S. 258, 2.5 v.u. — 259, 2.2. Nach der Anm. zu S. 219, Z. 12—17 liegen die 
Fkt. 2, — 9,, p,— h, paarweise in Inv.; man kann daher n — q— m von ein. unabh. 
und von &,..., % Payne Dytm freie Fkt. X atm4 ‚X,, die in den 
übrigen 9, hom. von nullter O. sind, so bestimmen, daß sie Enke einander und mit 
allen 2, — 9Q,, p,—h, in Invol. liegen. Gleich willk. Konst. gesetzt bestimmen diese 
Fkt. dann eine vollst. Lös. des Invsyst., so daß eine Id. von der Form 


Ian RR: I..m m 

Drds,= DI 94, —9)+D (+; — h,)d te atm+i 4 Auymti 
fi k J 

besteht, wo die Fkt. ®,, Find eindeutig bestimmt und hom. von 1. ©. iu den 


p, sind. Da die 2n Fkt. 2,— p,, & a Bu D,. A ea h;, ee von 
ein. unabh. sind und in den bekannten Klammerbeziehungen stehen (Abh. IX, 
S. 116— 118), so sind die 2? n — q— m) — 1 Fkt. X BER  PRRRUNGE: Y ebenso- 
viele unabh. Lös. des + m 1)- ae vollst. Syst. 


| dF 
(% — 9 F)=P0, (8, —h,F)=°, and Pe —=:0 


und bestimmen gleich willk. Konst. gesetzt die char. M_ ,,, des Inveyst. Alles 
andre gestaltet sich nunmehr wie in dem früher betrachteten Falle. 


Zu Abhandlung XVII, 8. 260—284. 


Der Inhalt der Abh. in umgearbeiteier Fassung Ann. XI, S. 465—487, 521--529 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, 8 1—5, $ 14). Dort sagt Lie auch auf S. 521f., wie er 
zu den hier entwickelten Theorien gelangt ist. Im Anfange des Jahres 1876 ver- 
suchte er nämlich, die Methoden von Abh. XIV (Verwertung bekannter inf. Trf.) auf 
beliebige (nicht eben lineare) part. Diffgl. 1. O. anzuwenden, und fand zu seinem 
größten Erstaunen, daß seine neue Theorie unmittelbar wesentliche Vereinfachungen 


Beachtet man noch, daß jedes System von n unabh. Gl., das die Gl. Zp,dx, = 0 
nach sich zieht, notwendig ein n-gliedr. Invsyst. ist (vgl. die Anm. zu $. 172, Satz 9), 
und überträgt man das auf die Gl. Zp,da,+ 2(—p,)dx;,=0, so kann man die 
Theorie der hom. B. T. äußerst kurz und einfach begründen, was allerdings erst 
Campbell in seinem Introductory treatise on Lie’s theory of finite continuous 
transformation groups, Oxford 1903, gemacht hat, s. da Kap. XVI, 8. 226f. Aber 
auch die Ergebnisse der vorliegenden Abh. lassen sich auf diese Weise bequem 
ableiten. Erhält man nämlich aus den @l. (8), (9), 10) gerade m Gl. zwischen den 
x, p allein, so bilden die offenbar schon für sich allein ein Invsyst. Denkt man 
sich dieses Invsyst. nach m geeigneten unter den p,, x, aufgelöst, die 2n — m übrigen 
Gl. aber nach 2» — m unter den x;, p;, 80 erhält man ein Invsyst., bei dem die 
Klammerausdrücke aus je zwei linken Seiten identisch verschwinden. Die 2n — m 
letzten Gl. enthalten daher die x, p nur in 2n -— 2m Verbindungen, nämlich in den 
2n — % m von ein. unabh. Fkt., die mit den linken Seiten der Gl. des Invsyst. in den 
x, p allein in Inv. liegen; daraus aber folgt, daß mindestens m von ein. unabh. Rel. 
zwischen den x’, p’ allein bestehen. Wäre nun die Zahl dieser Rel. > m, so wäre 
auch die Zahl der Rel. zwischen den x, p allein > m, was nicht der Fall ist. Dem- 
nach bleiben noch zwischen den x, p, x’, p’ gerade 2n — 2m Gl., die sowohl i. B. 
auf die x’, p’ als i. B. auf die x, p von einander unabh. sind und die auf die Ge- 
stalt Pla, p)= Pl, p) k=1,..., 2n — 2m) gebracht werden können. 
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in der allgemeinen Theorie der part. Diffgl. 1 O. bewirkt. Diese Ergebnisse sind 
hier auf $. 269—272 dargestellt Nachher fand er die einfachere Begründung, die 
auf S. 261—267 auseinandergesetzt ist, vermöge deren überdies die Zahl der er- 
forderlichen Quadraturen auf eine einzige herabgedrückt wird. 

Man vgl. hierzu, was Lie Anfang 1877 an A. Mayer schreibt: 

„Lächerlicherweise bin ich fortwährend zum Schreiben wenig geeignet wegen 
meiner Schulter, die doch gar keine ernstliche Beschädigung erhalten hat. Doch hat 
dieser Umstand keineswegs meine math. Spekulationen gehindert. Im Gegenteil. Das 
ist eigentlich komisch; in den späteren Jahren mache ich immer meine Entdeckungen, 
wenn ich gewissermaßen Unglück habe. Im Frühlinge 1872 hatte ich mein Auge 
beschädigt und fand genau in derselben Zeit die Integrationsmethode. Im Januar 
1373 starb mein Vater, und ich machte Gruppentheorie. Im Frühlinge 1876 trafen 
mehrere große Unglücke die nächste Familie meiner Frau, und genau in denselben 
Tagen fand ich meine neuen Integrationstheorien. Im Januar 1877 beschädige ich 
meine Schulter, so daß ich nicht meine gewöhnliche Schreibarbeit fortsetzen kann, 
und denselben Abend habe ich eine glückliche Idee über Minimalflächen, die mir 
jedenfalls großes Vergnügen verschafft hat. Als merkwürdig in derselben Richtung 
kann ich anführen, daß ich den Grundgedanken meiner Abh. „Über Komplexe“ eben 
fand, wie ich einen Abend in Paris sozusagen, eingeschlafen war. Unmittelbar darnach 
kam ich einen Monat ins Gefängnis in Fontainebleau und hatte die schönste Ruhe zur 
Entwickelung meiner damaligen Entdeckung, die mir ohne Vergleichung das größte 
Vergnügen verschafft hat.“ 

Es liegen mehrere Briefe vor, in denen Lie über seine neuen Theorien berichtet 

In einem Briefe, der aus dem Sommer 1876 stammt, schreibt er an A. Mayer: 

„Ich habe in früheren Briefen ') meine neuen Theorien als Verallgemeinerungen 
der Jacobischen Multiplikatortheorien dargestellt. Einfacher und schöner ist es, 
sie als Generalisation des Satzes |aufzufassen]: 

„Satz. Sind F\,..., F, durch (F,F,= 0 paarweise verbunden, so verlangt 
die Integration des Invsyst. FR, =q,,..., F,=ua, nur eine Quadratur. 

„Es gilt nämlich allgemein der Satz: 

Theorem. It f, =ua,...,F =a, ein Invsyst. und sind N Te 
bekannte Lös. der Gl. :F, F)= 0, die eine Gruppe bilden, lassen sich ferner aus der 
Gruppe F\,..., F',,,, %-gliedrige Involutionssysteme ausscheiden, so verlangt die 
Integr. des vorgel. Invsyst. nur eine Quadratur. 

„Dieses Theorem, das ich sogleich etwas näher erörtere, umfaßt offenbar nicht 
nur den obenstehenden Satz, sondern auch die Jacobische Multiplikatortheorie 
angewandt auf part. Diffgl. Allerdings ist die Jacobische Multiplikatortheorie, 
wenn ich Jacobi recht verstanden habe, unnötig kompliziert. Soll nämlich 


Fix;:-- 7 Lu Pıy - 2) u 


integriert werden, und kennt man alle Lös. ausgenommen eine von Fo =0, so 
braucht ja Jacobi zwei Quadr. zur Bestimmung einer vollst. Lös. von F’ == ıı. 
Eine Quadr. gibt ihm ja nämlich die noch fehlende Lös. von (FD) = 0. Darnach 
braucht er ja doch noch eine Quadr. zur Aufstellung der vollst. Lös. selbst? — 
Jedenfalls sind eine Quadr. und eine Differentiation hinlänglich. 

„Laß mich zu meinem "I'heoreme zurückkehren. Ich vermute, daß Sie ohne 
besondere Schwierigkeit die Richtigkeit meiner Betrachtungen, die dem Wesen der 
Sache nach sicher sind, einsehen werden. 

„Vermöge der Gl. 


1, ’ a RR 
I, are ne TIL F=@,, us Em" Gr 


1, Diese fehlen leider, nur ein Bruchstück scheint erhalten zu sein, das nachher 
auf S. 692, Z. 18--7 v. u. abgedruckt ist. A.d. H. 
44” 
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schaffe ich aus dem Ausdrucke 

(«) | dz— p,dz, a © 

n + m unter den Größen %,,..., 2a» Ps ---, 2, weg. Hierdurch bringe ich («) auf 
die Form 


kzen—-m 


(ß) dz— DU (W.- en Wa Yr rc, Anm) Au, 
k=1 
indem ich nämlich mit u,,..., %,_,, die zurückgebliebenen Größen x, ?p bezeichne. 


Nun ist (ß) ein vollst. Differential; sei 
Fi a 4m) 4 
die entspr. Integralgl. Alsdann sind die Größen 


aV dV 
ea Pr 


gy+1 


Lösungen des Syst. (F,F)=0,...,(F,F\=0 und zwar erhält man hierdurch alle 
fehlenden Lös. 

„Dies ist die nächstliegende Auffassung meiner Theorie. Doch hat ja meine 
vorige Darstellung ihre Berechtigung. Sie scheint nicht ganz einfach die Hinlänglich- 
keit einer einzigen Quadratur zu geben. 

„Äußerst überraschend und bemerkenswert scheint es mir, daß zwei be- 
rühmte Jacobische Theorien, die man doch als vollständig verschiedenartig auf- 
gefaßt hat, sich nun in so einfacher Weise als nahe verwandt, d. h. als Spezialfälle 
eines Satzes ergeben. 

„Ich bereite zur Zeit eine große Abh. für die Annalen vor: Allg. Theorie d. p. 
Dgl. IL, Eigentlich sollte meine Invariantentheorie?) Teil II und dies Teil III sein. 

„Jch habe meine alte Klassifikation der part. Diffgl. 1.0. wieder aufgenommen. 
Hierdurch habe ich mehrere äußerst merkwürdige Resultate für part. Diffgl. höherer 
Ördnung erhalten. Meine Klassifikation ist nämlich eine neue Brücke zwischen 
den Gl. 1. OÖ. und gewissen Klassen Probleme höherer Ordnung. Dies scheint ein 
neues schönes Forschungsgebiet zu öffnen. Doch habe ich noch nicht lange die 
Sache vollständig in meiner Hand. Ihr S. Lie.“ 

Auf einem Blatte, das vermutlich zu einem verloren gegangenen Briefe gehört, 
steht dann noch: 

„Setzt man nämlich in meinem Satze n+m=2n — 2°), q=1, so erhält man 
eine Theorie, welche gewissermaßen mit der Jacobischen Multiplikatortheorie zu- 
sammenfällt. Doch leistet meine Theorie auch in diesem Falle etwas mehr als die 
Jacobische. 

„Soll nämlich die Gl. Fix,,...-, ?2,)== 0 integriert werden und kennt man alle 
Lös. von (F'®) = 0, ausgenommen die letzte, so findet Jacobi dieselbe durch eine 
Quadratur; hinterher braucht er, um eine vollst. Lös. aufstellen zu können, eine 
zweite Quadr. Dagegen bei mir ist eine Quadr. hinlänglich, indem offenbar die 
-Gl. [F, z— U] 0 stattfindet. 

„Wenn ich nicht in diesem Punkte Jacobi Unrecht mache, worüber Sie mir 
vielleicht Bescheid geben, so muß man die schöne Jacobische Multiplikatortheorie 
in ihrer Anwendung auf die part. Diffgl. als einen Umweg bezeichnen.“ 

Endlich noch ein Brief, den A. Mayer am 12. 7. 1876 erhalten hat: 


n+tm 


1) Ann. XI (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III). 

2) Ann. VIII (d. Ausg. B. IV, Abh. ]). 

3) Die Urschrift hat 2n — m—=2n— 1; dabei ist 2n — 1 sicher ein Schreib- 
fehler. Dagegen muß man wohl aus der Zahl 2n — m schließen, daß das Blatt nicht 
zu dem vorhergehenden Briefe gehört. 
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„Indem ich eben Christiania, wo wir nun in längerer Zeit ca. 30° Celsius ge- 
habt haben. verlasse, um in den Gebirgen eine für meine Konstitution mehr an- 
gemessene Temperatur zu suchen, muß ich doch Ihnen zuerst schreiben. 

„Meine neuen Theorien werden jetzt in Christiania gedruckt. Ich habe jetzt eine 
viel einfachere Begründung. Meine Abh. für die Ann. kann erst im Schluß Sept. 
fertig sein. 

„Satz 1. Besteht die Gl. 


Zpda=Fdfh+:--+F,df,+aU, 
wo notwendig rS>n ist, so lassen sich U und die F', durch eine Quadratur bestimmen. 


„Führt man in der Tat in diese Gl. /,,..., f, zusammen mit 2n — r be- 


liebigen Größen %,...,%,,_ , als unabh. Var. ein, so kommt 


. 


i k 
5 U Ox Op, 6% 09 0% 
® Of +3 n Of 1% 2 ou, Io fu du, er 
k i 
„Satz 2. Sei fi, - - ., f„ ein Inveyst. und fi,...,/y»- - -, /,, bekannte Lös. des Syst. 
a) AND. N. 
Besteht nun eine Rel. 
(2) zpox=F,öfhh +: +F,0f,+eU, 
so sind 7 re F' die fehlenden Lös. des Syst. (1), während !’ die Gl. 
zz —-U]=0,...,[p, z2-U]=0 erfüllt. 
„Den Beweis führt man zunächst für den Fall, daß f,,..., /, eine Gruppe von 


der kanonischen Form X, ..., X,, Pr. --, P„_, ist. Sodann für den allgemeinen 


Fall. Man beweist übrigens leicht, daß die Gl. (2) nur dann möglich ist, wenn die 
aus fj,...,/, durch das Poisson-Jacobische Theorem hervorgehende Gruppe die 


FOR: Au. a ae sn Desileh 
„Spricht man den folgenden Satz aus: Ist f,,..., f, ein Invsyst. und kennt 
man unter den Lös. des Syst. PEN REEL 


eine so große Anzahl f,,..., /,, daß eine Relation der Form EZpex=ZFof+eU 
besteht, so verlangt die Integr. des Invsyt. nur eine Quadratur, 

„so subsumieren sich hierunter als Spezialfälle 

I) g=1,r=2n— I die Cauchysche Methode, 

2) g=q,r=2n—g die erweiterte Cauchysche Methode, 

3) q=q, r=n die Jacobische Methode, 

4) q=1, r-==2n— 2 die Jacobische Multiplikatortheorie, 

5) meine Theorie, wenn nur ausgezeichnete Funktionen fehlen.') 

6) Wenn f,,...,/, keine Gruppe bilden, was sehr gut denkbar ist, so gibt 
meine Theorie Lösungen, die auch durch das Poisson-Jacobische Theorem er- 
halten werden könnten. Mein Satz ist also wirklich famos. 

„Wenn die Gl. die Form 


Pı em) 
ee m cc 
( "! Pa Pn 
besitzen, so treten eigentümliche Vereinfachungen hinein.“ 
1: Das kann wohl nur heißen: wenn f}, ..., /, eine Funktionengruppe be- 
stimmen, in der außer f,,..., /, keine ausgez. Fkt. vorkommen. Allerdings muß 


diese Gruppe (2n — q)-gliedrig sein, wenn das Problem nur eine Quadratur erfordern 
soll, und man kommt wieder auf den Fall 2 zurück. A.d.H. 
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„Im nächsten Winter wird meine Hauptarbeit die Ausarbeitung eines Werkes 
über Berührungstransformationen und part. Diffgl. 1.0. sein. Es wird ca. 25 Bogen 
denke ich. Ich hoffe, daß Teubner es verlegen wird. Mein Hauptziel ist, meine 
eigenen Arbeiten im Zusammmenhange und nach einheitlichem Plane darzustellen. 
Gleichzeitig hatte ich gedacht, das Wichtigste im Übrigen mitzunehmen. Insbesondere 
würde das Mayersche Theorem, wenn Sie es erlauben, neben dem Poisson- 
Jacobischen Theoreme einen hervorragenden Platz einnehmen. Nächsten Herbst 
hatte ich dann gedacht, nach Deutschland zu kommen, in der Hoffnung, daß Sie 
und Klein wie gewöhnlich mir beistehen werden.“ !) 

In einem Briefe an F. Klein, der offenbar auch aus dem Frühjahr oder 
Sommer 1876 stammt, schreibt Lie: 

„Es ist mir immer eine große Freude, Brief von Dir zu erhalten. Heute einige 
weitere Bemerkungen. 

„Wie Du weißt, hat Jacobi die beiden folgenden Sätze gemacht, die bei ihm 
vollständig verschiedenartig auftreten: 


„I. Sind F\,..., F, paarweise durch (F,F',)= 0 verbunden und lassen sich 
(1) F,=4a,..,f,=4, 
hinsichtlich der p auflösen: p, = fr (1, +++, Aus Ay +. ., ,), 
so ist e— [hd +. +hd)=0=:—-V 
eine vollst. Lös. von F\, =a, und die Gl. 
Du 


zusammen mit (1) bestimmen die Charakteristiken von F\ =a.. 

„I. Kennt man indeß die Lösungen der Gl. (F®)—= 0 alle ausgenommen die 
letzte, so findet man dieselbe durch eine Quadratur. Eine zweite Quadratur gibt 
die Char. selbst. 

„ich habe zunächst diese beiden Sätze folgendermaßen verallgemeinert: 

„ti Sind F\,..., F', durch (F, F,)= 0 verbunden, so gibt eine Quadratur zu- 
sammen mit einigen Differentiationen immer (d.h. auch wenn , = 4,...,F, = a, 
sich nicht hinsichtlich der p, auflösen lassen die Char. von F, =a,.?; (Dies ist 
eine alte Geschichte, 1872.) 

„2) Kennt man alle Lös. von (F'®)= 0, ausgenommen die letzte, so genügt 
eine Quadratur zur Bestimmung von den Char. von F, =a,, also genügt auch 
eine Quadratur zur Auffindung einer vollständigen Lösung.) (Diese Bemerkung 
ist ganz neu.) 

„In dieser Weise ausgesprochen haben diese beiden Theorien eine formelle 
Ähnlichkeit, die dem Wesen der Sache entspricht. Diese beiden Sätze sind nämlich 
Spezialfälle des folgenden merkwürdigen Theorems, welches meine neusten Ent- 
deckungen in ihrer wahren Einfachheit resümiert. (Nebenbei habe ich merkwürdige 
Anwendungen dieses Satzes gemacht.) 

„Soll das Invsyst. ,=a,..., fy=a, integriert werden, und kennt 
ınan unter den Lös. des vollst. Syst. 


PD... 0,0 


° ’ 4 
eine so große Anzahl Fo+ 2 RR" 8 


1, Nur die für den Herbst 1877 geplante Reise nach Deutschland ist zur Aus- 
führung gekommen, nicht aber das Werk über part. Diffgl. A. d. H. 

2) Vgl. hier Abh. X, S. 124f. A.d.H. 

3) Vgl. hier S. 268. A.d. H. 

4) „Man kann bekanntlich vermöge des Poisson-Jacobischen Theorems er- 
reichen, daß die bekannten Lösungen mit F\,..., F, eine Gruppe bilden.“ 
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daß die Gruppe Bu: Fi RE RER ERS 
überhaupt n-gliedrige Involutionssysteme enthält, so genügt immer 
eine Quadr. zur Auffindung der char. M, des Invsyst., d.h. zur Bestim- 


mung einer vollst. Lös. 
„Es war somit zuviel, wenn ich im vorigen Briefe'; über mehrere Quadr. 
sprach. Meine damaligen Quadr. können nämlich durch Differentiation aus einem 


einzigen Integrale hergeleitet werden. 
„Um diesen Satz zu beweisen ist es, habe ich gefunden, einfachst, ihn als 


Generalisation von 1) und nicht, wie ich ursprünglich machte, als Generalisation 
von 2) zu betrachten. 

„Sei dann KK, =0,.:.,3=@ (Je) 
das vorgelegte Invsyst. Die gefundenen Lösungen bilden nach meiner Voraussetzung 
eine Gruppe, deren kanonische Form 


Kr e B ne 


ist. Diese kan. Form ist allerdings nicht gefunden. Nur ihre Möglichkeit ist von 


vorn bekannt. 
„Betrachte ich nun einen Augenblick das Invsyst. 


(y) Ku en en ld..): 
so bestimmen diese Gl. zusammen mit 
(9) X tm+1" 4 m+it a X,=4,, EEE a PRERT Eee. P,=b, 


die char. M, , „, des Invsyst. J/, „. Oder eigentlich, wenn wir auch die Var. z in 
Betracht nehmen, oo! solche M, , „. Da diese M, , „ durch eine Translation längs 
der z-Achse unter sich vertauscht werden, so genügt eine Quadr. zu ihrer Bestimmung.“ 

Der Rest des Briefes ist anscheinend verloren gegangen. 

Endlich hat sich in Lies Nachlasse ein Brief von seiner Hand vorgefunden, 
der denselben Gegenstand behandelt und der ebenfalls im Frühjahre oder Sommer 
1876 geschrieben ist. Leider habe ich bis jetzt noch nicht ermitteln können, an wen 
der Brief gerichtet war, ja nicht einmal, ob er überhaupt abgeschickt worden ist. 


Er lautet: 
„Sehr geehrter Herr Professor! 


„Meinen herzlichsten Dank für Ihren liebenswürdigen Brief, der mir eine große 
Aufmunterung in meinen Bestrebungen gewesen ist. Meine Antwort ist dadurch ver- 
spätet worden, daß ich Ihnen die Umrisse einer neuen Theorie, die ich eben in 
den letzten Wochen gefunden habe, mitteilen möchte. 

„Es hat sich nämlich gezeigt, daß man, wenn mehrere l,ös. des Systems 


(FDd)=0,... (MR, PM =0 
gleichzeitig gefunden sind, einen bedeutend größeren Vorteil hieraus für die In- 
tegration des Invsyst. F,=a,,..., F,=a, ziehen kann, als ich in meiner In- 
variantentheorie angegeben habe. 
I 


„Zunächst habe ich das folgende Problem gelöst: 

„Problem. Wenn ein Invsyst. FR,=a,,..., F,=a, vorgelegt ist und mehrere 
Lös. RT Burns 2 RR des Syst. (, F)=0,..., ME — (0) gefunden sind, 
die eine Gruppe bilden; wann ist es dann möglich, die fehlenden Lös. durch aus- 


führbare Op. anzugeben ? 


1) In diesem leider nicht mehr vorhandenen Briefe hat also Lie über die auf 
S. 270—272 gemachten Entwickelungen berichtet. A. d. H. 
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„Früher kannte man nur zwei solche Fälle. 1) Wenn 2? — g—m=n und 
dabei F\, ..., F'„ ein Invsyst. bildeten. 2) Wenn 2? —g— m=2n—q—1; als- 
dann fände man nämlich immer die letzte Lös. durch eine leichte Verallgemeinerung 
der Jacobischen Multiplikatortheorie.') 

„Diese beiden bekannten Theorien sind indes Spezialfälle des folgenden 
Theorems, welches die vollständige Erledigung des aufgestellten Problems gibt: 

„Theorem. It FF =a,...,F,=a, ein Inveyst. und #6 RER ap 
bekannte Lös. des Syst. (F,\ F)=0,...,(F,F)= 0, die eine Gruppe bilden, so ist 
es möglich, die fehlenden Lös. durch eine Quadratur und m Differentiationen an- 
zugeben, vorausgesetzt, daß die Gruppe F\,..., F,..., #, Ku überhaupt 
n-gliedrige Involutionssysteme enthält; oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 
diese Gruppe [außer F\,..., F, noch] m ausgezeichnete Funkt. enthält. 

„Obne den vollst. Beweis auszuführen, werde ich ihn doch andeuten. 

„Vermöge der Gl. FR =a,..., F, = Unsere a TE RE = RR schaffe 
ich aus dem Ausdrucke 
(«) dz—p, dx, — ''— P,4r, 
2n — q—m unter den Größen ©, .. +, Zn» Dis » +, 2. weg. Bezeichne ich die 
zurückgebliebenen Größen «©,p mit u, ..., U, 4m; 80 hat («) die Form 

k=g+m 


dz a U, llar 0 4m) Au; 
=1 


angenommen. Dieser neue Ausdruck ist unter den gemachten Voraussetzungen in- 
tegrabel. Sei 


2—V (u,  Uyymı Irre u RRRRREEEN au 
die entspr. Integralgl., alsdann ist eine jede der Größen 
aV aV 
6, Uno 


eine Lös. des Syst. (F,F')=0, und in dieser Weise erhält man alle fehlenden Lös. 
Setzt man insbesondere m = 1, so hat ınan eine vereinfachte Darstellung der Theorie 
des letzten Multiplikators. Während nämlich Jacobi in diesem Falle (Jacobi 
setzt außerdem g—= 1) zwei Quadraturen braucht, um eine vollst. Lösung zu haben, 
so genügt für mich eine solche. Dies liegt, synthetisch ausgesprochen, darin, daß 


die Gl. 
F, re 9) | LEITEN, AEERR 
daV dV 


MER -ETRER | 
+1? “u. 
da ,ı q da,,_ 


—V=a, 


die char. M, des vorg. Invsyst. bestimmen. 

„Mein Theorem läßt sich, babe ich gesagt, als Verallgemeinerung zweier 
Jacobischer Theorien auffassen. Darum gibt es zwei Wege zu ihm. Es war in 
der Tat durch meine Verknüpfung der Theorie des Integrabilitätsfaktors und Multi- 
plikators mit der Theorie der inf. Trf., daß ich mein Theorem erhielt. Ich hoffe, 
Ihnen bald eine Note hierüber schicken zu können. Mein Ausgangspunkt war dabei 
die Bemerkung, daß, wenn (F'®)—= 0 ist, daß dann die Gl. 


7 Ip; 


ae 
dp; da, 
eine inf. B. T. bestimmen, welche die Gl. F'= Const. inv. läßt. — Diese Auffassung 


der Lösungen ® der Gl. (F@)= 0 als infinitesimalen Transformationen, die die Gl. 


1) Vgl. die Anm. zu Abh. XVI, S. 260, 2.10 v.u. — 251, Z. 4, S. 688 
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F=a inv. lassen, macht im übrigen auch das Poisson-Jacobische Theorem 


evident. Dasselbe sagt, daß die Sukzession zweier derartiger Transformationen eine 
solche Trf. liefert. 


II. 


„Ich werde nun zeigen, welche merkwürdige Vereinfachung mein Theorem 
begründet. 

‚Si F=4,:... F,= a, ein vorgel. Invsyst. Seien I", .,:.-, I Sala 
bekannte Lös. des Syst. (F,F)—= 0, die eine Gruppe bilden, welche außer F\,.. +, 
noch m ausgez. Fkt. enthält. Es fehlen jetzt 2!+ m Lös. Ich behaupte, daß hur 


die Operationen ER 
erforderlich sind, während ich nach meiner Erweiterung der Cauch y schen Methode 
die Op. 2i+m, 2i+m—1,...,.3 2% 1 
oder nach meiner Invariantentheorie die Op. 
RE EA, 


verlangte. Die älteren Theorien verlangten noch schwierigere Op. 
„Zum Beweis bilde ich die Gl. 


F9=0,..., (Pu, nn D=V 
und führe in sie statt &,, . . :, &u5 Pıs + +, 2, meue Variabeln 
F, a RR Ye un ne Urm+21 
ein. Hierdurch nehmen die g ersten Gl. sogleich die Form 
d® dd 
(ß) F,u +: + (F,w — 
( ar Fr ( rm) Au nn 


und die AhEigen werden, wenn 2? -—- qg— m— 2l= u gesetzt wird: 


dd 
> a+1 FH)ER,.; u: iR 2n—ı- ir, +ZU, g+1, k du, =) 

(y) ; ER 

F,F FF on, 

a Bere R 2 Mr DL Pr 
Da die Gruppe F\,...,F' FIEBER F' außer F\,..., 2; noch m ausgez. Fkt. 2,,.. 1% 
enthält, so ist es möglich, aus den Gl. (y) die Größen Fa ... wegzuschaffen. 

g+1 
Hierdurch kommen » Gl., die wir mit den q Gl. (ß) vereinigen: 
' d® 

(8) ZU, (Fı:-» F, > RR EREER Mrd) u,” =0 (k=1,...,9+m. 
Es ist nun leicht zu erkennen, daß dieses Syst. (d) mit dem Syst. (e) 
(8) (F9)=0,...,(F,9,=0, (,B=0,..., (2,,®) = 0 
äquivalent ist. Wir haben so viele Umstände machen müssen, da Pr. -, 2,, nicht 


bekannt sind, und wir daher das System (s) nicht direkt aufstellen konnten. 
„Das System (ö) hat 2!-+ m» + q Var. und m + q Gl.; da es überdies ein voll- 
ständiges System ist, findet man eine Lös. durch eine Op. 2!. Sei ®, eine solche Lös. 
„Alsdann sind verschiedene Fälle denkbar. Entweder bilden 


(d) Fi: nr Fo. e RTENEISELI OR. 
eine Gruppe, in der wegen (8) 2, -.., 2, ausgez. Fkt. sind. Da nun aber die 


Differenz zwischen der Zahl der Glieder und der Zahl der ausgez. Fkt. eine grade 
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Zahl sein muß, da ferner auch F,,..., F', ausgez. Fkt. sind, so muß unsere Gruppe 


noch eine ausgez. Fkt. enthalten. 
„Oder auch bilden die Größen ($) keine Gruppe. Alsdann liefern die Op. 


(#449) 
neue Lös. &,,... des Systems (d). In der hierdurch bestimmten Gruppe sind jeden- 
31: 7 RER Ry.:., ,, ausgez. Fkt. 

„Hiermit ist der Beweis geliefert, daß die Erledigung des Integrationsgeschäfts 
höchstens die Up. 21, 21—2,...,6, 4, 2 verlangt. 


m. 


„Ich habe bewiesen, daß mit Mayers und meinen verschiedenen Theorien 
die allg. Theorie der part. Diffgl. 1. O. in gewissem Sinne abgeschlossen ist.!) 
Nimmt man in der Tat nur auf die Integrationsoperat. Rücksicht und rechnet 
dabei eine Op. m für schwieriger als eine Op. m — 1, admittiert man ferner die 


beiden Axiome 

„I. Die Integration der allg. Gleichungen f (=, Y, =) = 0 läßt sich nicht ver- 
möge ausführbarer Op. leisten. 

„UI. Die einfachste Integrationsmethode der Gl. 


Fi dr Dre ae 


fängt an mit der Bestimmung einer Lös. eines vollst. Syst., das zu F' in einer 
durch B.T. inv. Beziehung steht, und welches als unabh. Variabeln außer 2, &,,...,%,, 
Pi, :--, pP, noch etwa die höheren Diffqu. von 2 hinsichtlich der x enthält, 

„80 ist es unmöglich, unsere Integrationsmethoden zu vereinfachen. 

„In meiner ‘Diskussion’ komme ich zu dem Resultate, daß schon die Theorien 
meiner Invariantentheorie das Größtmögliche leisten. Dieser Irrtum ist dazu ge- 
eignet, auch über meine jetzige Behauptung Zweifel zu erregen. Dabei muß ich 
doch bemerken, daß meine heutigen Integrationstheorien in der Weise hervorgegangen 
sind, daß ich das Unbefriedigende im letzten Paragraphen meiner Diskussion empfand. 
Indem ich versuchte, was ich für eine Lakune des Beweises betrachtete, auszufüllen, 
fand ich meine neuen Integrationstheorien. 

„Nach meiner Auffassung muß man jetzt in der Theorie der part. Diffgl. 1. O. 
die Aufmerksamkeit auf solche Gl. lenken, welche Integral-M,, besitzen, die als 
Punktgebilde aufgefaßt von (n — k)-ter Dim. sind. Dies giebt, scheint mir, ein neues 
wichtiges Forschungsgebiet. Das Problem, diese sogenannten Ur} zu bestimmen, 
drückt sich nämlich durch part. Gl. höh. Ordn. aus. Hier trifft man merkwürdige 
Klassen von Problemen. In gewissem Sinne kann ich behaupten, daß man hier ins- 
besondere alle partiellen Diffgl. n-ter Ordnung zwischen z, x, y trifft, die man bis 
jetzt integriert hat. 

Es ist mir gelungen, die schöne Arbeit von Levy, die übrigens in mehreren 
Punkten unvollkommen ist, ganz bedeutend zu vereinfachen. — Doch habe ich noch 
nicht lange die eben angeregten Probleme vollständig erledigt. 

„Ich habe in späteren Jahren sehr viele Zeit auf Untersuchungen über Trans- 
formationsgruppen angewandt. Ich fange an, meine Resultate, die mich interessieren, 
zu veröffentlichen. Die Trfsgr. einer einfach und zweifach ausg. Mann. habe ich 
schon längst bestimmt. Mit der Bestimmung der Gruppen eines dreifach ausg. Raumes 
geht es vorwärts. Doch ist‘ es notwendig, enorme Rechnungen auszuführen. Ich 
werde die Sache verfolgen, da ich einige einfache allgemeine Resultate vermute 
und bis jetzt meine Vermutungen immer korrekt gefunden habe. 


1) „Ich bin jetzt weiter gekommen als die beifolgende Diskussion usw. [hier 
Abh. XVTI] angibt.“ 


a 
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„Endlich bin ich mit der neuen Ausgabe von Abels Werken, die jetzt rasch 
vorwärts geht; beschäftigt. Es wird indes noch 1'/, Jahr dauern, ehe das Werk ge- 
druckt vorliegen kann. — Ich denke daran, ziemlich bald ein größeres Werk über 
Berührungs-Transformationen und part. Diffgl. 1. O. zu drucken. 

„Indem ich schließe, erlaube ich mir nochmals meinen aufrichtigsten Dank 
für das Wohlwollen auszusprechen, das Sie mir wiederholt gezeigt haben. 

Ihr Sophus Lie.“ 


S. 260—268 in umgearbeiteter Fassung Ann. XI, S. 465—472 (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. III, $ 1, 2). 

S. 260, Z.5,4 v. u. — 261, Z.1. Vgl. hier Abh. VII, 8.33, Z.10v.u.— 34, 2.1; 
Abh. VIII, S. 94, Z. 10—15, ferner Ann. VIII, S. 217, Z. 20—24; S. 277, 2 vu.— 
278, 2.2 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, Einl. u. $ 17, Nr. 39). 

S. 261, Z. 1—3. Abh. XVI, S. 249f., besonders Nr. 22. Vgl. die Anm. dazu. 

S. 262, Z. 13—15. Jacobi, Abh. V. 

S. 262, 2. 16—19. Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, S. 19, Werke V, S. 22. 

S. 264, Z. 20—23. Es ist ja 9... P3 As. f, auch ein Invsyst., kann 
aber nicht mehr als n Glieder enthalten. 

S. 264, Z. 23—27. Vgl. Abh. IX, S. 106—116. Hiernach sind überdies: 
RE ft,» Pa4n +: Pan Dan nu, Er D,+1 ..., ®, unabh. Fkt. 

S. 265, Theorem I. Über die begriffliche Deutung des Theor. s. Ann. XI, S. 546 
(d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Note 1 am Schlusse). 

S. 266, 2. 6—14. Vgl. Clebsch, Abh. II oder hier Abh. XXI, S. 320 fi. 

S. 266, Z. 10 v. u. Man vergesse nicht, daß m auch Null sein kann. 

S. 267, Z. 13—20. Am nächsten dieser von Lie gewählten Formulierung steht 
der Satz bei Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, S. 55f., Werke V, S. 60f. 

S. 267, Z. 15—8 v. u. Vgl. hier Abh. X, S. 124f. Dabei ist noch zu bemerken: 
Sollen die Gl. X, =a,..., X,=a, den Ausdruck Zpdx in ein vollst. Diff. um- 
wandeln, soll also eine Gl. von der Form Zp,da@,= ZP,dX,-+ dU oder von der 


Form dz — Zp,da,=dize— U)— ZP,aX, 


bestehen, so ist notw. u. hinr., daß X,,..., X, unabh. Fkt. sind, die paarweise 
in Inv. liegen. 

S. 267, 2.5—3v.u. Jacobi, Abh. V. 

S. 268, Z. 1-6. Die Gruppe ist (2% — 2)-gliedrig mit der ausgez. Fkt. /,, ent- 
hält daher mindestens noch eine ausgez. Fkt. (Abh. VII, S. 46, Satz 10), mehr als 
zwei kann sie aber auch nicht enthalten (8. 53). 

Z. 269, Z7.1—5. Lie ist nicht wieder darauf zurückgekommen. In den Ann. XI, 
S. 472 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 2, Nr. 5) hat er den Absatz weggelassen. 

S. 269— 272, $3. Umgearbeitet Ann. XI, 8. 521—526 (a. a. O. $ 14, Nr. 34, 35). 

S. 269, Z.19—23. Nicht die Eulersche Theorie, sondern der Eulersche 
Begriff, der auf S. 272 benutzt wird. 

S. 270, Z. 11—17. Eigentlich müßte es heißen: „baben wir die Ausdrücke 
B,(p)) = (9, 9;) zu bilden, welche neue Lös., und die Ausdrücke B,(B, (9))— B,(B;(9)), 
welche neue inf. Trf. des Systems repräsentieren“. Ann. XI, S. 522f. (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. III, 8 14, Nr. 35) ist die Darstellung in dieser Beziehung verbessert. 

S. 271, Z. 7—10. Vgl. Nr. 4, S. 266f. Es ist s=2n — m — q die Zahl der be- 
kannten Lös., während 2n — q Lös. vorhanden sind. 

S. 271, Z.12—14. Dies nach Ann. VIII, S. 266 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. 1, $ 11, Nr. 25). 

$. 271, Z.11v.u. Die #,, sind auch Fkt. von fi, ---, 7,» Py+ır 3 Pe 

S. 271, Z.7 v. u. Hier ist rechts hinzuzufügen &,9,,;4;9, ebenso Z. 2 v. u. ein 
Ausdruck von der Form 3,y,;A;9, wo die y,,; auch Fkt. von fi. fg Py +1: * 9% 
sind. In den Math. Ann. Bd. XI, S. 525 (8 14, Nr. 35) sind solche Ausdrücke wirk- 
lich hingeschrieben. 
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S. 271, Z. 5, 4 v. u. Die vorhin gebildeten C,p sind von vornherein weder 
unter einander noch mit den A, durch eine lin. hom. Rel. verknüpft, denn zwischen 
den B;p und den A, besteht auch keine solche. 

S. 271, 2. 1v.u. — 272, 2.3. Daß die C,p nur Abl. nach den u, enthalten, 
hat zur Folge, daß die %,, bei der Bildung der Ausdrücke (; (C,(p)) — C,(C,(g)) und 
4; (C,(p)) — C,(A;(Y)) die Rolle von Konstanten spielen; die A, (A,(p)) — A,(A;(p)) 
sind ja von vornherein gleich Null. 

S. 272, 2.10. Zuzusetzen ist noch, daß zwischen den A,(p) und den C;(g) 
keine lin. hom. Gl. besteht. 

S. 272, Z. 11. Vgl. hier Abh. XIV, S. 204, Nr. 14. 

S. 273, 2. 4—14. Die r-gliedr. Gr. f,,..-, f, » 9,419, enthält 9 + m 
ausgez. Fkt., also ist r— (q-+ m) gerade (Abh VII, S. 46, Satz 10), und es gibt 
Involsyst. mit g+m +4(r— qa—m)=4(r +m-+g) Gliedern (S. 51, Satz 1). Um 
die Gruppe zu einer solchen zu ergänzen, die n-gliedr. Involsyst. enthält, braucht man 
noc. n—I(r+m+g)=! Fkt., die paarweise und mit fi, ...,/,, Pr P, 
in Inv. liegen. Von den 2» —gq Lös. fehlen noch 2r — g— r=m g 21. 

S. 273—277, $ 4. Umgearbeitet Ann. XI, S. 472—478 (a.a. 0. $ 3, 4). 

S. 273, 2.13 v.u. — 274, 2.3. Durch Betrachtungen, wie sie Lie schon in 
Abh. XIX anstellt, kann man zu einem mit (17) äquivalenten vollst. Syst. gelangen, 
ohne neue Ver. einführen zu müssen. 

Sind nänlich %,,...,w, und v,,...,0,_, Zwei reziproke Gruppen mit ge- 
rade m unabh. ausgez. Fkt. U,,..., U,,, so bilden 


(1) wf)=),..., (uf) = 0 


ein r-gliedr. vollst. Syst. mit den Lös. v,,...., Banks 
(2) MN =V..., (0, _,N 0 


ein (2% — r)-gliedr. mit den Lös. «,, nen Up 

Diese beiden vollst. Syst. stehen in der Beziehung zu einander, daß immer die 
Lös. des einen mit allen Lös. des andern in Inv. liegen; nach Abh. XIX, S. 290 
kann man daher, sobald eines der beiden Syst. gegeben ist, das andere aufstellen. 
In der Tat ist z. B. (2) mit dem Syst. aller Gl. 


EEE; 
(2) | )- 


Te, ... a 


gleichbedeutend, unter @,,...., «, +i eine beliebige Kombination der Zahlen 1,..., 
zu r—+-1 verstanden. 

Ändrerseits ist 
(3) UNn)=0,...,(U,f)=0 
ein m-gliedr. vollst. Syst. mit den Lös. ı,,..., %,, Yıy..., %,„_,, unter denen sich 
nach S. 40, Satz 5 2» — m von ein. unabh. befinden, und die Gl. (1) und (2) ver- 
einigt liefern ein (2% — m)-gliedr. vollst. Syst. 


(4) wf)=0 (ü=h...n, ufM)=0 (k=1,...,in-r) 


mit den Lös. U,,..., U„. Diese beiden vollst. Syst stehen zu einander in derselben 
Beziehung, wie die "Syst. (1) und (2), demnach kann man auch das Syst. (3) auf- 
stellen, sobald (1) gegeben ist. Um das wirklich auszuführen, braucht man aber 
nicht das Verfahren auf S. 290 anzuwenden, denn es liegt auf der Hand, daß der 
Inbegriff aller in dem Syst. (3) enthaltenen Gl. zusammenfällt mit dem Inbegriff 
aller Gl., die den beiden Syst. (1) und (2) oder, was auf dasselbe hinauskommt, den 
Syst. (1) und (2’) gemeinsam sind. 

Man sieht also, daß das (q + m)-gliedrige vollst. Syst. (17) oder, genauer aus- 
gedrückt, ein damit äquivalentes Syst. von g-+ m unabh. lin. part. Diffgl. aufgestellt 
werden kann, ohne daß man f,,..., 3 Pg +17 ++, P, als neue Ver. einzuführen braucht. 
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S. 274, Z. 11—2%5. Die Gliederzahl der Gruppe wächst um 1, also auch die 
Zahl der ausgez. Fkt. und damit zugleich die Gliederzahl der in der Gr. enth. 
Invsyst., die bei der urspr. Gr. 4 rm + gQ=n— 1 war. Tritt also der Fall, daß 
die neu gefundene Lösung mit den bekannten Lösungen eine Gruppe bestimmt, 
immer ein, so hat man nach ? Schritten eine (r + })-gliedr. Gr., die g--m-+]I 
ausgez. Fkt. und n-gliedr. Involsyst. enthält. Damit ist aber nach Satz 2, S. 264 
alles erledigt. 

S. 274, Z. 15—10 v. u. Hier wächst die Gliederzahl der Gruppe um s>1, die 
Zahl der ausgez. Fkt. um m’, wo m auch Null sein kann, jedenfalls aber ist s — m’ 
gerade. Die Gliederzahl des größten vorhandenen Involsyst. wird: 9+ m + m’ 
+4 +s— qa—m—m)=n-—1I-+}is+ m’), wächst also mindestens um 1. An 
Stelle von (18) tritt ein (ga + m + m’)-gliedr. vollst. Syst. mit r + s bekannten Lös., 
erforderlich ist daher eine Op. 2a a +m+m) (+9 =21—s — mMZ21— 2. 

S. 274, Theor. II. Die Zahl m + 2! der fehlenden Lös. ist ja 2n -- s— gq. Nach 
den Bezeichnungen in Abh. VII, 8. 56, Satz 1 ist s=2»-+ m + q, während m beide 
Male dieselbe Bedeutung hat; damals brauchte also Lie die Op. m, m —1,..., 2,1, 
21, 2!—2,...,2. Von diesen sind jetzt die m ersten weggefallen, weil die vor- 
herige Bestimmung der ausgez. Fkt. nicht mehr nötig ist. 

S. 275, Z. 13—17. Die Zahl der fehlenden Lös. ist m + 21; ist sie also gerade 
— 2p, so hat man die Fälle m = 0, 2, ...., 2p, denen die Werte 2/=2p, 2p— 2,...,0 
entsprechen, ist sie ungerade =2p-+ 1, so kann m=1, 3,...,2p-+1 sein und 
demnach 2!=2p, 2p —2,...,0. 

S. 275, Z. 14, 7, 6 v. u. und ebenso S. 276f. „Früher“, d. h. wenn man die 
Cauchysche Methode (für g=1) oder die erweiterte Cauchysche Methode (für 
q>1, vgl. Abh. IV, S. 25) benutzt. In der Umarbeitung, Ann. XI, S. 477 (d. Ausg. 
Ba. IV, Abh. III, $ 4, Nr. 8, Abs. 1) sagt Lie das ausdrücklich. Merkwürdigerweise 
unterläßt er den Vergleich mit seiner früheren Methode Abh. VII, S. 56. 

S. 277, Z2.13—4 v. u. Die Zahl der fehlenden Lös. ist 17 —9=8, also 2l= 6. 
Vgl. Ann. VIII, S. 282—285 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 20), ferner Erik Englund, 
Sur les methodes d’integration de Lie et les problömes de la mecanique celeste, 
Uppsala 1916 und F. Engel, Nochmals die allgemeinen Integrale der klassischen 
Mechanik, Gött. Nachr. vom 17. März 1917. 

S. 278—280, $ 5. In etwas verkürzter Fassung Ann. XI, S. 538, Nr. 42 und 
S. 540f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 16, Nr. 42 und $ 17). 

S. 278, Z. 13, 12, 2 v. u, 279, Z.1. Hier Abh. VII, S. 54—56, Ann. VIII, S. 273 
bis 275 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 17, Nr. 37, 38.. 

S. 279, Z. 1-4. Vgl. Abh. VII, S. 56, Satz 1. Es ist jetzt m—=0, v=-g—g. 

S. 279, Z. 7—21. Das Invsyst. (21) in n—g’+g Ver. kann nach Abh. XV, 
S. 215, Satz 6 auf eine Gl. in n—g’+1 Ver. zurückgeführt werden '), diese aber 
erfordert nach Abh. X, S. 125 die Op. 2n — 2g', 2n — 24 —2,..., 2. 

S. 279, Z.5v.u. — 280, Z.1. Man hat den Fall des Theor. Il, und zwar ist 
s=2g"-—- g, m=qg—g also 2?r —s—gq—m=2n — 2q”. 

S. 280—284, $ 6 umgearbeitet Ann. XI, S. 479—487. (a. a. 0. $ 5). 

S. 280, Satz 4. Der Satz gilt auch, wenn die Fkt. H fehlt, wenn also m = 0 
ist, nur muß dann r—=n sein. Dann bilden nämlich N,,..., N„ ein Invsyst. 
(Abh. VIII, S. 72, Satz 4). 

S. 280, 2.7,6v.u. Vgl. Abh. IX, 8. 117£. 

S. 280, Z.1v.u. Es ist ja bei beliebigem U: 


al! 


i 


)aN,+ av. 


1) A. a. O. wird allerdings ein Invsyst. betrachtet, das in den p, homogen ist; 
ein entsprechender Satz gilt aber auch für nichthomogene Invsyst. 
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S. 281, Z. 8—3 v. u. Man erhält 


.NnN— m 


R ‚-I(@ av 
fi l...n-m 
+ d 6 EN 
J 


und es müßte nun eigentlich gefragt werden, ob hier die rechte Seite auf die Gestalt 


ER I: 
5, . | 
> B,aX,+ > ae RR daW 


gebracht werden kann. Bei der Lieschen Fragestellung wird ohne weiteres so ver- 
fahren, als ob dW — KT H X ER Pu.) von dP,,..., dP, frei wäre, und dafür 
ist von vornherein kein Grund einzusehen. 

Ersetzt man W— 2X, ,,P,+,; durch 2 und beachtet man, daß V in dem 
ersten Ausdrucke nur scheinbar vorkommt, so erhält man die Gl. 


AR Anrj AR 
———=l(, + +X ‚== () (j=1,..,n— m): 
AXn+j P Pa m+J 
> Dr 
ER: E # dR 
En ED _—— = u 1 
pP, tap, 0 (v 2 ‚m), an V 
u 
ee AR EN 
und daraus > F,ap tr An+sfmrs=0, 
v 5 
2 ; - 
was mit 4 Ss — (0 unvereinbar ist. 


In den wre XI, S. 479f. (a. a. O. $ 5, Nr. 10) hat Lie den Beweis von Satz 5 
durch einen andern ersetzt. 
S. 282, 7. 12—17. Hierdurch wird nur bewiesen, daß eine Gl. von der Form 


1...8 
Ipdx= DK;aN, 
i 


1:.F 1...8 
besteht, daß also DK,dAN,+aU= DKjaN, 
v D 


wird; daraus aber folgt nicht, daß U eine Fkt. von N,,..., N, allein ist. In den 
Ann. XI, S. 481f. (a.a. O. $5, Nr. 11) hat Lie den hier gegebenen Beweis durch 
einen andern, einwandfreien ersetzt. 

S. 283, Z. 1--4. Die x, werden ja nämlich i. B. auf die homogen von 
nullter O. 

S. 283, 2.6f. Da N,,..., N, unabh. Fkt. sind, so werden Ä,,..:, X, durch 
die Gl. a ZKdN bestimmt, Vgl. hier Abh. IV, S. 117 die Bestimmung” der P, 

S. 283, Z. 15—19. Im ersten Falle stützt man sich auf Satz 4 und Theor. IV. 
Im zweiten Falle sei N,,..., N,, H die von den bekannten Lös. N,,..., N, er- 
zeugte Gruppe, dann besteht nach $. 264 eine Rel. 


la2:m 2 
Zpdz= YQdAX; + DI R,aPp, + dU, 
i k 


Die beste Verwertung bekannter Lösungen 1703 


also auch eine von der Gestalt 
1... 


EZpdz= IK,dN,+LdH+dU, 
« 
wo I, nach Satz 5, S. 281 nicht verschwindet, und wo auch U, das nach S. 281 die Form 


1...n—- m 


U— I XuyyPu4s + (Par Par Xu Xu) 
2 


hat, nicht Null ist. Zur Bestimmung von U ist daher eine Quadratur erforderlich. 
Führen wir neben N,,..., N,, H noch 2n —s— 1 Ver. u, %,,... ein, die in den 
p homogen von nullter OÖ. sind, so wird 


°1..2n—s—11...n 
> >. HAN. EN, 
m - ou; 


Hier sind die «, offenbar Fkt. von N,,..., N, und den u, allein, = #5, (N, u, 
während jedes p,; die Form p,= H-II; (N, w) bekommt, demnach wird 


1...22n—s—1 1...n in 
uf 2 >’ nn, tan, REN, 
, ou, ; 


k 


man braucht also nur 2—= H-w(N,, ..., N,) zu setzen, um zu erreichen, daß U 
hom. von 1.0. wird. Ist U gefunden, so sind die K, und I, durch die linearen Gl. 


bestimmt: u 
- 52 05, __ OU U 
K,= BE a nn 
’ PZN, ON,’ L oH’ 


S 
| 


und zwar werden die X, homogen von erster, L von nullter O. 

Das Integrationsproblem ist damit erledigt, denn von dem vollst. System 
ıN.M)=®,..., (N f=0 kennt man nach Theor. I, S. 265 die Lös. N,,..., N,,H, 
K,, L, unter denen 2%» —q von einander unabh. sind.‘ Demnach sind 


RER SH 


Lös. nullter O. und darunter gibt es sicher 2" — qg— 1 von ein. unabh., also gerade 
die erforderliche Anzahl. 

S. 283f., Nr. 22. Ausführlicher ist die Darstellung in Ann. XI, S. 483—487 
8.8.0. $ 5, Nr. 12). 

S. 283, Z.5v.u.— 284, 2.7. Wählt man der Einfachheit wegen die 2n — r —1 
—= 2n — 2q’-+ g’ Ver. u, homogen von nullter O. in den p,, so verwandelt sich die 
letzte Gl. bei Einführung der neuen Ver. in ®,—= 0. Da alle g’ ausgez. Fkt. von 
nullter O. sind, hat das Syst., gerade q’ unabh. von den u, freie Lös., es enthält 
also, wenn man die Abl. von ® nach den u, gleich Null setzt, noch r+1— q’ 
unabh. Gl. und liefert daher gerade r +2 — (r+1— g)=g-+ 1 unabh. Gl. 
zwischen den Abl. nach den u, allein. Das Syst. S. 284, Z. 3 der so entstehenden 
Gl. enthält insbesondere die q’ Gl. (M,D—=0 (k=1,...,g’), wo M,,..., M, die, 
allerdings unbekannten, ausgez. Fkt. sind; jede Lös. dieses Syst. liegt daher mit 
allen ausgez. Fkt. in Inv. 


N a 


1) Wegen der Gl. 
a 
[N,, 2 — 1-0 Sn mn — (N, Uı=— (N,U\ (k=1,...,9) 


(s. Theor. I, S. 265) ist auch U eine En des vollst. Systems. Diese muß durch 
>. FR ‚N, X 4b K, allein ausdrückbar sein, was mit der von S. 281 


ine Form von U stimmt; N,,..., N, sind ja ausg. Fkt. nullter O. 
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S. 284, Z. 14. Es sollte heißen: „mit [noch| m ausgezeichneten“. 
S. 284, 2. 15f. Die Zahl der fehlenden Lös. ist 2n —g— r—l=m-2]l, 
ferner r+1=2g9"—g/, m=g’—gq, also wird 2!=2n — 2g”, wie es sein muß. 
S. 284, 2.10 v.u. Es sollte heißen: „die m [hinzukommenden] ausgezeichneten“. 
S. 284, Z. 10—8 v. u. Die kanonische Form der Gruppe ist jetzt: 


2.00 ...9g X; X, +41: Kun Arını an X, Pyrnme Pr Pr 


. 


und dem vollst Syst. S. 283, 2.4 v.u. genügen nur X,,.., Xr- Führt man daher 
Ns... N,, H nebst 2m — r —1=2n—2qg"+g— 1 Größen v, als neue Ver. 
ein, so erhält man ein Syst., aus dem sich wie früher q9’+ 1 unabh. Gl. zwischen 
den Abl. nach den v, ergeben. Um eine Lös. dieses Syst. zu finden, braucht man 
eine Op. 2 — 2" +qd—1—- (+1) =2n— 2q”— 2. Andrerseits ist die Zahl 
der fehlenden Lös. 2 —g— r—lI1=m+?2lundr+1=2g — y+1,m=g+1—g, 
also 23 = 2n — 2q”— 2. Entsprechend deın Korollar auf S. 284 wird übrigens nach 
der Operation 2 noch eine Quadratur erforderlich sein. 

S. 284, 2. 7—3 v. u. Der Nachweis für die auf Z. 7,6 v.u. aufgestellte Be- 
hauptung wird Ann. Xl, S. 544f. (a. a. O. $ 18, Nr. 47) erbracht. Diese Stelle hätte 
S. 284, Z.2 v. u. mit aufgeführt werden sollen. 


Zu Abhandlung XIX, 8. 287—294. 


In einem Briefe an A.Mayer, der iın ersten Drittel des April 1873 geschrieben 
ist, sagt Lie: 

„Was Imschenetzky betrifft, so sah ich den Anfang seiner Abhandlung 
[gemeint ist Abh. II] etwa fünf Minuten an in Berlin. Ich werde versuchen, sie zu 
erhalten in möglichst kurzer Zeit. Ich werde Ihnen hoffentlich darüber schreiben. 
In meiner Note [hier Abh. VIII, S. 64, Anm.] deutete ich die Möglichkeit an, diese 
Theorie sehr einfach darzustellen. Bei mir hängt alles zusammen mit den B.T., 
deren fundamentale Bedeutung nicht allein für Gl. 1. O., sondern auch für Gl. höherer 
O., insbesondere, wenn sie intermediäre Integrale haben, ich jeden Tag besser und 
klarer einsehe. Lassen Sie mich hier sagen, daß meine vierte Abhandlung (hoffentlich 
im Juni) Gl. höherer O. mit intermediären Integralen und rn Var. behandeln wird. Es 
gelingt mir, indem ich meine Theorie der Gruppen, wie sie in den beiden ersten 
Arbeiten gegeben wird, zugrunde lege, eine schöne Übersicht zu erreichen. Ich gebe 
einfache kanonische Formen, auf welche unsere Gl. gebracht werden können. 
Hieran schließt sich eine Sonderung in Klassen, welche verschiedene Schwierigkeiten 
bieten. Sogar für die Monge-Amperesche Gl. erreiche ich Simplifikation gegen- 
über Bour.'; | 

„Für alle diese Gl. gebe ich eine Erweiterung der Lagrangeschen Theorie 
vollständiger Lösungen. Z. B. die Integration einer G]. 


rt—s’+Ar+Bs+C0t+D=0 
mit zwei intermed. Int. kommt immer darauf hinaus, eine gewisse Gl. 
f@,x,yab,c0)=0 
zu finden. Mit derselben kombiniert man eine Gl. 
c=g9(+Y(b), 
in welcher $ und % arbiträre Fkt. sind. Das System 


fe&,0,y,ab.c0=0, c=g9(Ü+Y(b) 


1) Der ganze Plan blieb leider damals unausgeführt, erst viel später hat Lie 
wenigstens die vorliegende Abhandlung drucken lassen. A. d. H. 
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definiert eine jede Lösung. Man wähle nämlich 9 und % in bestimmter Weise und 
suche die Enveloppe von den oo* Flächen 


f(z, x, Yy, a, b, €) _ 0, c=9, (a) + VD, (b). 


Die Enveloppe ist immer eine Integralfläche. Dies ist implizite ausge- 
sprochen in: Kurzes Resume... 1872 [hier Abh. I, 8. 2, Z. 12—10 v. u.]. 

„Hierin liegt ein Fortschritt, glaube ich, u. a. weil ich eine neue Methode an- 
wende, um f(2,x, y, a,b, cı—=0 aufzufinden. 

„Für die besprochenen Gl. mit n Variabeln, deren Theorie ja nur von Darboux 
angedeutet ist, gibt meine Theorie hoffentlich mehr Neues. 

„Lassen Sie mich hier Ihre Aufmerksamkeit auf eine Inkorrektheit der alten Theorie 
lenken. Implizite machte ich hierauf schon in: Über Komplexe ...!) aufmerksam. Hat 
rt—s’+Ar+Bs+(Ct+D=0 nur eine Schar von Charakteristiken und ein 
interm. Int. v— f(w)=0, so gibt es unbegrenzt viele interm. Int. Es gibt in 
der Tat drei solche wesentlich verschiedene Fkt. u,,4,,u,, daß immer u, — fıu,) = 0 
ein interm. Int. ist. Infolgedessen verlangt die Bestimmung eines solchen Integrals 
die Operationen 3, 2 und nicht, wie man seit Bour geglaubt hat, nur 2, 1. 

„Entsprechende Bemerkungen gelten für Gl. zwischen n Var.“ 

In der Antwort auf einen Brief Mayers vom 22.4. 1873 liest man: 

„Es geht langsam mit dem Drucke meiner 2. Note [hier Abh. VIII]. Heute 
lese ich letzte Korrektur und sodann schicke ich sie möglichst bald. Es würde 
mich sehr freuen, wenn Sie die Arbeiten lesen und verstehen würden. Spätere Arbeiten 
werden hoffentlich die Bedeutung dieser neaen Theorien beweisen. Meine nächste 
Arbeit behandelt Gl. 2. O. zwischen n Var. und mit interm. Int. Auch für die 
Monge-Amperesche Gl. begründe ich Fortschritte. Früher verlangte man die Op. 
2, 2, 1, 1. Ich begnüge mich mit 2, 2, 1 (wenn zwei interm. Int.j. Andrerseits be- 
trachte ich niemals Diffgl. mit arbiträren Fkt., welche offenbar die Int. wesentlich 
erschweren. Diese Arbeit wird im übrigen wesentlich eine Skizze, denn die Aus- 
führung der algebraischen Behandlung macht zu große Ansprüche an mich.“ 

Erst 1875 in einem Briefe, den er am 18. Mai abgeschickt hat, kommt Lie 
wieder auf diese Fragen zurück: 

„Vielleicht wird es Sie interessieren, das Folgende zu lesen. Es ist mir ge- 
lungen, eine alte Bemerkung in einfachster Weise durchzuführen. 

Sei 
ee rt—s+Ar+Bs+C0t+D=0 


eine Monge-Amperesche Gl. mit zwei interm. Int. 
uf =0, wu, =. 


Ich werde zeigen, daß die Int. von (1) außer Quadr. nur die Op. 2, 2 verlangt.“ 

Darauf folgt der wesentliche Inhalt der Abh. XIX; der Hilfssatz S. 290 ist 
dabei an die Spitze gestellt. Der Schluß des Briefes lautet: 

„Wir haben also zwei Op. 2 und vier Quadr. benutzt. Übrigens sind drei 
Quadr. hinreichend. 

„Diese Theorie, die sich auf mehrere Var. ausdehnen läßt, scheint mir sehr 
bemerkenswert. — Man hat doch früher mehr komplizierte Methoden benutzt?? 
Darauf lege ich insbesondere Gewicht, daß bei mir nie Diffgl., die eine arb. Fkt. 
enthalten, integriert zu werden brauchen.“ 

In einem Briefe, den Mayer am 14. 10. 1876 erhalten hat, heißt es: 

„Ich habe eben Korrektur auf eine Note über die Monge-Amperesche Gl. 
gelesen. Die Sache ist sehr nett“ 
und in einem andern, wohl aus dem Nov. 1876: 

„Meine kleine Note ist, wie Sie sehen werden, sehr speziell; doch halte ich 
sehr auf sie. Die Hauptsache ist einerseits die Vermeidung von gewissen Integrationen, 


1) Ann. V, $. 213, Anm. (1872), d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 19, Nr. 58. A.d.H. 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 45 
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dazu auch die vollständige Vermeidung von arbiträren Funktionen. 
Imschenetzky kündigt auch eine solche Vermeidung an. Dies ist doch in seiner 
Arbeit gar nicht mehr als ein Schein.“ 

Endlich in einem späteren Briefe von 1876: 

„Ich arbeite zur Zeit schrecklich mit den Transformationsgruppen der all- 
gemeinen Gl. rt—s+Ar+Bs+C0t+D=0. Es ist eine äußerst interessante 
und möglicherweise äußerst fruchtbare Untersuchung. Das Merkwürdige ist, daß die 
Untersuchung sich vollständig durchführen läßt.“ 

Leider hat er gerade davon nichts veröffentlicht. 

Später ist Lie noch zweimal auf die Monge-Amperesche Gl. zurück- 
gekommen, s. hier Abh. XXXVIII, 8. 542f. (1882) und Jeipz. Ber. 1895, S. 62—65, 
d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX, $ 2. Über die Transformationsgr. der Gl. hat er dagegen 
leider nichts veröffentlicht. Erwähnt sei schließlich noch eine von Lie veranlaßte 
Dissertation von Walther Müller: Transformationstheorie der Monge-Ampöre- 
schen part. Differentialgleichungen 2. 0. Hr+2Ks+Lt+ M+N (rt —9)=0 
(Leipzig 1895), 41 S. 8°. Diese enthält eine recht gute Übersicht über die Geschichte 
der Theorie der Gl. und bestimmt schließlich die verschiedenen Normalformen, die 
die Gl. erhalten kann, wenn von den beiden totalen Systemen, die die Charakteristiken 
definieren, mindestens eines eine integrable Kombination zuläßt. 

S. 287, Z. 12—10 v. u. sowie hier in Abh. VII und VIII. 

S. 287, 2.10, 9 v. u. Vgl. Abh. VII, S. 32f. und die Anm. S. 628 ff. 

S. 287, 2.6v.u. — 288, 2. 12. Vgl. S. 619—622. Die ältere Theorie findet 
man in den auf $. 585 ff. angeführten Arbeiten von Monge, Ampere, Boole, 
Bour, Imschenetzky. Die Arbeit von Boole, Crelle 61, war Lie bekannt, ob- 
gleich er sie hier nicht nennt. 

Bour leitet aus den Diffgl. der Char. zwei lin. part. Diffgl. für w,, v, ab; 
sind diese &,(fij=0, f,(f\=0, so ergibt sich die dritte Liesche Gl. y, (=, 
indem man die Gl. «,(ß,(f)) —P,(«,(f))=,0 bildet. In derselben Beziehung steht 
natürlich „, f)=0 zu, ()=0, ß,(f) =. 

S. 288, Z. 19—17 v. u. Sind U,V beliebige Fkt. von x, y, 2, p, q, die man ver- 
möge (7) durch x, y, 2, 9,, P,, P, ausdrückt, so wird 


a 1 FR 1 a . pP 
er, ri, U, u rt 
ilbin a „„ [ur]. 
8 


S. 288, Z.9 v. u. Aus (8) folgt ja 
(d, (4, D,) — (V, (U, D,) = ((U,V;) U)=0; 
ebenso wird, wenn man (U,(U,V,))=W, setzt, auch (W,U,) = 0 usw. 

8. 288, Z. 4, 3 v. u. Wäre sie von nullter O., so wäre sie, da ja (U,V,) nicht 
von nullter O. ist, als Fkt. von U,,V, allein und ebenso als Fkt. von U,,V, allein 
darstellbar, was nicht angeht, da keine Rel. (4) bestehen kann. 

S. 289, 2.18. Eigentlich: pP = — f(e"), Y=—o(y‘). 

S. 290, Z. 10—12. Man beachte, daß die Gl. C,o=0, C,/v—= 0 nach den Diffqu. 

do de de de 
ap,’ ap: da m, 

S. 290, Z. 11, 10 v. u, Die linke Seite jeder dieser Gl. enthält einen Ausdruck 
von der Form e&pf,, wo e willkürlich ist; also erhält man erst durch Hinzufügung 
von Zpf» = ein vollst. bestimmtes Syst. von Diffgl. 

S. 290, Z. 5—3 v. u. Der Inbegriff dieser Größen wird durch die Gl. 

P, 
Xn=0, (>?) 0 
definiert, die auf ein dreigl. vollst. Syst. führen, eben auf das Syst. (9). 


aufgelöst sind. 
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S. 291, Z. 5—9. Eine willk. Fkt. der ausgez. Fkt. P, ist ja die allgemeinste 
Fkt., die sowohl mit X,, P,, P, als mit X,, P,, P, in Inv. liegt; deshalb gibt es unter 
den sechs Gl. (9), (10) gerade fünf von ein. unabh. Andrerseits ist klar, daß die 
Abl. von P, nicht aus den Gl. (9), (10) und S. 291, Z. 7 eliminiert werden können, 
denn dann würde sich ergeben P, = 0. 

S.291, 2.11 v.u. Hierzu muß eigentlich noch die Gl. £p rr = 1 gefügl werden. 

S. 291, Z.6—2v. u. Vgl. Abh. X, 8. 123, Satz 5. 

S. 292, Z. 18—12 v. u. Auf Grund des Mayerschen Theorems erfordert die 
Aufsuchung je einer Lös. der vollst. Syst. (5) und (6) die Ermittelung je eines In- 
tegrals zweier sim. Syst. in je drei Ver. Diese sim. Syst. haben die Form 


dt 


man kann sie daher mit Hilfe eines Parameters A: u in eines zusammenziehen: 


dx 


=a;(t, X; x) @=1,9, Fra 2A % %,) (=1,2), 


(=1,2). 


In Wahrheit bringt das freilich keine Vereinfachung mit sich, ebensowenig wie die 
Zusammenfassung zweier Quadr. in eine einzige. 

Wenn Lie die beiden sim. Syst. unabh. nennt, so meint er damit nur, daß 
man jedes von beiden aufstellen kann, ohne das andre zu kennen. 

S. 292, Z. 11—7 v. u. Vgl. hierzu 8. 621f. Boole hat übrigens wohl zuerst 
‚gezeigt, daß die beiden Bourschen Diffgl. (s. S. 620) dann und nur dann drei 
unabh. Lös. gemein haben können, wenn die beiden Scharen von Char. zusammen- 
fallen (vgl. Imschenetzky, Abh. II, $ 13). 

8. 293, 2. 6—2 v. u. Einen Beitrag in dieser Richtung liefert die Diss. von 
Willy Kodweiß: Theorie der Monge-Ampetreschen Diffgl. mit drei unabh. 
Variabeln, Tübingen 1913, 48 8. gr. 8°. 

S. 294, Z2.8,7 v.u. Ganz beiläufig, wie er das öfters macht, berichtigt Lie 
hier die Ergebnisse seiner Abh., denn in dieser hatte er außer den beiden Op. 2 
noch vier Quadraturen gebraucht, um P,, P,, P, und X, zu bestimmen. Nun er- 
fordert allerdings die Integration der Monge-Ampe£reschen Gl. außer der Bestim- 
mung von X, und X, nur noch die von P,:P, und P,: P,, aber es ist nicht ein- 
zusehen, wie das durch eine einzige Quadr. soll geleistet werden können, denn z.B 
für P,: P, hat man nur die Gl. 

A.F7F=0,BF=0,0F=0, &M=--,-, (X) =0, 277, = 


so daß P,:P, nicht eher durch eine Quadr. gefunden werden kann, als wenn man 
P, schon bestimmt hat, was bereits eine Quadr. erfordert. Dagegen kommt man 
allerdings auf folgendem Wege mit zwei Quadr. aus: Man bestimmt X,, X, und 
nach S. 291 durch eine Quadr. P,; zur Bestimmung von X, hat man dann die Gl. 


F 
xM-0,(X,M=0,(BM=1, 2u 5,0 
. s 


0, 


deren allgemeinste Lös., wenn W eine beliebige Lös. bezeichnet, in der Form 
X, = W-+RLRALX,, X,) enthalten ist. Nach Abh. X, S. 123, Satz 5 kann daher X, 
durch eine Quadr. gefunden werden, und dann erhält man aus der Gl. Ep,dz, 
—=_ZP;dX, die fehlenden Größen P,, P, durch Differentiation (Abh. IX, S. 116f.). 
Die drei auf S. 291f. zur Bestimmung von P,, P,, X, erforderlichen Quadr. können 
daher durch eine ersetzt werden. Daß nach der Bestimmung von P, noch eine 
Quadr. erforderlich ist, die sich nicht vermeiden läßt, folgt auch aus Abh. XVII, 
S. 283, Kor., denn von dem Invsyst. (X, F)=0, (X, F)=0 sind drei unabh. Lös. 
bekannt: X,, X,, P,, die eine Gruppe von der kan. Form P,, P,, P, bestimmen. 
S. 294, Z.6—2 v. u. Vgl. Abh. I, 8. 2, 2.10v.u. — 8.3, Z.2 und S. 622. 
45* 
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Zu Abhandlung XX, 8. 295—319. 


Am 17. 12. 1876 hatie Mayer an Lie folgendes geschrieben: 

„Nur bin ich eben gar nicht klar über die Ident. Ihrer und der Jacobischen 
kan. Var. Bei Ihnen sind kan. Variable und B.T. zwischen x, p ident. Begriffe, 
d.h. X,,..., X, Pi, ---, P, bilden ein System kan. Variable, wenn 


13 n 
1 1 


ist. Bei Jacobi, Schering usw. dagegen wird unter Trf. eines kan. Systems in 
ein anderes kan. Syst. Folgendes verstanden: 

„Zwischen £, 3 + =, Qar Pıs =: +, 2, Sind gegeben die 2n Diffgl. 
(1) 4q; _- oH dp; es oH 
j dt 09 dt 9% 
Man soll an Stelle der Var. q und p solche 2n unabh. Fkt.Q und P derselben, die 
außerdem auch t enthalten können, einführen, daß hierdurch das Syst. (1) übergeht 
entweder — und das ist die engere Fassung der Aufgabe (Dynamik, S. 446—453) — in 
9) a0; OH a. OH 
“ | IE: 80 
oder aber allgemeiner (Schering u. z. B. Crelle J. 60, S. 125, Theor. IX, Dynam 
S. 433)') in 


3 dag; Bi eK dp; ee oK 
() Ta > a Ba ar [7 
wo K eine willkürlich geg. Fkt. der ursprüngl. Var. sein kann. Ich kann nun eben 
noch gar nicht recht klar einsehen, in welcher Weise diese Probleme, bei denen 
natürlich die Regeln zur Bestimmung der P und Q unabh. sein müssen von der 
Form der Fkt. H, mit den B.T. zusammenhängen.“ 

In seiner Erwiderung gibt Lie bereits eine Skizze der vorliegenden Arbeit: 


„Um synthetisch einzusehen, daß die allgemeinste Trf. zwischen &,,..., %,, 
Ps =: P,, welche die Forın des allgemeinen sim. Syst. 
da, _ ee. 
9 a ch 
dp, den 


bewahrt, eine B.T. ist, brauche ich eigentlich nur zu erinnern, daß (1) die Gl. einer 
inf. B.T. sind. 

„Analytisch behandele ich die Sache folgendermaßen: 

„Ich beweise, indem ich setze: 


er, 
dU dU 
(8) 2x (pı + 2) da, + Sao, day =2%, 


wobei U eine beliebige Fkt. von &,,. -, 2, ist, daß 68 ein vollst. Differential in 
%;, P, ist. Man findet nämlich 


dr 
9a F+nmg, | tar), 


wo das Variationszeichen d durch (2) präzisiert wird, während d eine totale Differen- 
tiation hinsichtlich &,,..., &,, Pıs -- -, 2„ bezeichnet. 


1) Jacobi, Werke V, 8. 369-377, $. 133, 8. 355. A. d. H. 
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„Ich suche sodann den allgemeinsten Ausdruck 
Kr 5 Pn) Aa + Sy Prlais » > Pr) dp, =W, 


dessen Var. dW ein vollst. Diff. in x,,..., 2, ist. Indem man verlangt, daß W von 
der Form von F unabh. sein soll, erkennt man durch eine ganz direkte Rechnung, 


daß W auf die Form (3) reduzierbar sein muß (oder auch die Form 2, © da, 
k 


+ 2,5, dp, besitzt). (Endlich suche ich die allgemeinsten Gl. 
k 


welche die Größe (pda, +: +p.da,) 


in ein vollst. Diff. in x,, p, verwandeln. Man findet leicht, daß die Gl. (4) die Form 
(2) haben müssen.') 

„Lassen Sie mich jetzt in die Gl. (2) und (3) statt x,,...,p, neue beliebige 
Var. 95... %, Pi -«-, P, einführen. Man findet zwei Gleichungssysteme 
(5) I, —=hdt, Im dt 
(6) 2, X day +2, Pd = W,, 
und offenbar ist ö6W’ ein vollst. Diff. in x,',..., 843 Pıy ==: Dy- 

„Verlange ich nun insbesondere, daß die a er die Form (2) haben sollen, 
so muß nach dem Vorangehenden der Ausdruck (6) die Form (3) haben. Also ist 
die Trf. eine B.T. usw. 

„Diese Betrachtungen geben auch die Erledigung des Problems, wenn man die 
allgemeinste Trf. sucht, welche ein ganz bestimmtes Syst. (2) in ein ähnliches über- 
führt. Man erbält dann Trf,, die keine B.T. sind. Ebenso, wenn man die all- 
gemeinsten Trf. sucht, die ein bestimmtes Syst. (2) in sich selbst überführen, erhält 
man Trf., die keine B.T. sind. Dies ist sicher. Sind derartige Sachen bekannt? 

„Hat die gewöhnliche Behandlung Analogie mit der obenstehenden? Die meinige 
läßt kaum was zu wünschen übrig hinsichtlich Stringenz und Einfachheit, nachdem 
Sie der Theorie der B.T. eine so einfache analytische Begründung gegeben haben. 

„Man kann die Form von F' partikularisieren, etwa 


Bee Elena Dar Bar De) 
setzen, wo F zwar p, dagegen nicht x enthält, wo ferner f arbiträr ist. Alsdann 
wird man eine Form dieser Theorie erhalten, die mit der Jacobischen stimmt. 

„Ich werde Ihnen wahrscheinlicherweise noch drei Noten zu meiner Abh.?) 
senden: eine über das Poisson-Jacobische Theorem mit drei Interpretationen des- 
selben, eine über die Multiplikator-Geschichten, eine dritte endlich als Ausführung 
meines heutigen Briefes. Denn wenn Sie die Zurückführung des Jacobischen 
Transformationsproblems auf die Theorie der B. T. nicht unmittelbar gesehen haben, 
so wird wohl die Welt sonst es noch weniger gesehen haben. Und doch ist die 
Sache begrifflich sozusagen evident.“ 

In einem Briefe, den Mayer am 3. 4. 1877 erhalten hat, heißt es dann: 

„Auf meine Störungstheorie habe ich längst die Korrektur gelesen. Die erste 
Abhandlung über Minimalflächen drucke ich jetzt.“ 

S. 295, Z. 13—10 v. u. Jacobi bestimmt die Trf. der verlangten Art Abh. VI, 
Crelle 60, $ 52, 53, 8. 107—112 (Werke V, 8. 114—120); vgl. auch Abh. VII, Dynamik 
1. Ausg. 9. 416f., 432, 446-452, 454, 464, Werke V, 8. 338, 355, 369376, 378, 
389 f. Vgl. ferner Bour, Me&moires des Savants &trangers XIV, S. 808 und Abh. II, 
S. 157. Die Arbeiten von Schering nennt Lie nicht, denn er hatte sie damals 


1) „Die acht letzten Zeilen [von “Endlich? bis ‘müssen’] geben eine einfachste 
direkte Bestimmung von der Form einer inf. B. T.“ 

2) Gemeint ist die Abh. Ann. XI (d. Ausg. Bd. IV, Abh. II. Aus den ge- 
planten Noten ist nichts geworden. 
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wohl noch nicht gelesen.!) In Leipzig hat er später zwei Diss. veranlaßt, in denen 
ziemlich eingehend über die Beziehungen zwischen Scherings und seinen Unter- 
suchungen über Störungstheorie berichtet wird: C. Grötzsch, Störungstheorie und 
B.T., Leipzig 1898, und E. O.Lovett, The theory of perturbations and Lies theory 
of contact transformations (Leipzig 1898, The Quarterly Journal of Pure and Applied 
Math. 1898, Nr. 117). 

S. 295, 2.9 v.u. Es handelt sich hier und überhaupt in der ganzen Arbeit 
nur um B.T. zwischen x, p. Vgl. Abh. IX, S. 104—116. 

S. 296, 2. 5—2v.u. Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, 8. 2—19, Werke V, 8. 4—22. 
Die sämtlichen Rel. (0) finden sich erst S. 55—58, Werke V, $S. 60—63. 

S.296, 2. 3—12. Bei den „ausgez. Math.“ denkt Lie hauptsächlich an A. Mayer, 
vgl. die Anm. zu S. 49, Z. 1—10, 8. 645f. und die Briefe S. 590, 708f. 

S. 296, Z. 8—6 v. u. In der Note S. 316£. 


S. 298, Satz 1. Das Symbol der inf. Trf. (vgl. Abh. XIV, S. 191) lautet daher 


(vgl. Abh. IX, S. 98): 
SEE dt _dr aN_g 
dp; de; da, an) a: 


S. 298, Z. 12. Was der Ausdruck öW bedeutet, ist nach $. 297, Z. 14—18 klar. 
Die hier benutzte Schreibweise, für die in Satz 2, S. 300 kurz (F'W\) gesetzt wird 
(vgl. auch S. 306, Z. 1 v. u., 307, 2.10 v.u.), ist nicht empfehlenswert: die Ausdrücke 
on nd er haben keinen rechten Sinn. Eine zweckmäßigere Bezeichnung hat 

k Pk 

Lie erst viel später eingeführt, s. Th. d. Trfsgr. Bd. I, S. 530, Z. 12, 11 v. u. (1888). 

S. 298, Z2.2,1v.u. Ist nämlich y,=Y,; (x, p), ;=@; (x, p) eine endliche B.T., 
so verwandelt sich jede inf. B.T. (F'f) in den x, p bei Einführung der neuen Ver, 
y, q notwendig in eine inf. B.T. 


ä gi 
re a) 


in den y, qg. Dabei bezeichnet ® eine gewisse Fkt. der y, g; daß diese gleich der 
Fkt. ist, die aus F durch Einführung der y, q hervorgeht, muß allerdings erst noch 
bewiesen werden. Ebenso bleibt noch zu beweisen, daß es außer den B.T. keine 
weiteren Umformungen der betrachteten Art gibt, und dazu braucht man den Satz 2, 
S. 300, aus dem dann Theor. I, S. 301 folgt. 

S. 301, Z. 7. Hier wird benutzt, daß der Ausdruck 6W von der Wahl der Ver. 
unabhängig ist, auch wenn W ein Differentialausdruck ist. 

S. 301, 2. 8—15. Lie betrachtet es als selbstverständlich, daß, wenn F eine 
willk. Fkt. ist, auch ® eine ist. Um das einzusehen, beachte man, daß vermöge der 
Trfsgl. die Abl. von ® nach den y, q linear und hom. durch die Abl. von F' nach 
den x, p ausdrückbar sind und daß ebenso, weil man es mit einer Trf. zu tun hat, 
die Abl. von F' durch die von ® ausdrückbar sind. Genügte daher ® einer Diffgl., 
so würde von F' dasselbe gelten. 


1) Im Nov. 1876 schreibt er an Mayer: „Kennen Sie die Arbeiten von 
Schering und Mathieu? Die Herren behandeln doch Berührungs-Transformationen. 
Haben sie diese Theorie gefördert?“ und weiter: „Wer hat zuerst die Bedingungsgl. 
zwischen kan. Variabeln 


gefunden? Ich deutete es im Frühling 1872 an [Abh. I, S. 1, Z. 11—9 v. u.]. Später 


meinte ich, daß Bour oder vielleicht Jacobi es früher gemacht hatte. Bei Schering 
findet man sie. Wohl auch bei Mathieu.“ 


Transformation kanonischer Systeme is 


S. 301, Z. 12—8 v. u. D.h., besteht für jede Fkt. F' eine Relation von der Form 


Neo, 
welche auch die Fkt. f sein mag. 
S. 302, Z. 8—10. Ist nämlich „= X, ‘x,p), ,;,=P;(x, p) eine B.T., ist also 
Zq,dy=AZp,dx;,+ dVix, p), so bestehen nach Abh. IX, S. 113—114 die Gl. 


(&p= PR %p)=(P,Pya=0t+W, (PX)=A, 
demnach wird für beliebige Fkt. F' und f 
(Ff,,=A(Ff) 


'y9ı 

so daß man in der Gl. (Ff,= (Pf), ö, die Fkt. ®, die offenbar nur bis auf eine 
additive Konstante bestimmt iet, —= A- F setzen kann (vgl. auch Ann. VIII, S. 234, 
Satz 11; d. Ausg. Bd. IV, Abh. I, $ 4, Nr. 11). 

S. 302, Z. 8-18. Lie betrachtet hier stillschweigend nur solche B.T., bei 
denen A=1 ist. Will man die allgemeinste B.T. haben, bei der (X, fJ=(Y,f) 
wird, so muß man die Gl. Y,= AX,, Q,—= P; bilden. 

S. 302, Z. 8-6 v. u. Genau genommen wird hierdurch nur die Aufgabe gelöst, 
die allgemeinste B.T. zu finden, bei der die Ausdrücke (F\ F'\,..., (F,F') der Reihe 
nach in (8, F'),..., (®.F') übergehen. 

S. 303, 2. 5£. Dasselbe hier Abh. VII, S. 34—50. An beiden Stellen ist aber 
nur gezeigt, daß (FR, F)=0,..., (F,F)=0 ein r-gliedriges vollst. Syst. ist, wenn 
F,,..., F, eine r-gliedr. Gr. bestimmen. Daß dieser Satz sich umkehren läßt, er- 
kennt man so: Bilden r unabh. Gl. (F,F\=0 (k=1,...,r) ein r-gliedr. vollst. 
Syst., so sind F\,..., F'. sicher von ein. unabh., und außerdem bestehen Gl. von 


der Form 2 
(F,(F,F),— (F,(F,F))=((F,F,)F) = Do, u PD(F,F), 
, : BERN a 2 F 
mithin ist 70- (yAy I. Pl = zn, a FO = > / ug 
daraus aber folgt wegen der Unabh. von F\,..., Fr: 
0 
&;ks En (Fı-.+Fr, 


so daß F\,..., F,. in der Tat eine r-gliedr. Fktgr. bestimmen. Vgl. auch S. 643. 

S. 303, Z. 8—18. Für die erste Gr. braucht man bloß irgend eine kan. Form 
zu wählen, für die zweite aber muß man die allgemeinste aufstellen; ebenso braucht 
Nr Xp, Pur. ‚„ P,„ mur irgend ein kan. System zu sein, das die kan. Gr. 
re u, WORERBR, 

S. 303, Z. 13, 12 v. u. Die Fkt. F' eines kan. Syst. von der Form (8) nennt Lie 
hier zum ersten Male die char. Fkt. des Syst. Später nannte er F die char. Fkt. 
der durch die Gl. (8) bestimmten inf. B.T. 

S. 306, Z. 1 v.u.; S. 307, Z.10 v.u. Vgl. die Anm. zu S. 298, Z. 12. 

S. 307, Z.6v.u. Auch hier betrachtet es Lie als selbstverständlich, daß 
ebenso wie K eine willk. Fkt. ist. Vgl. die Anm. zu S. 301, Z. 8—15. 

S. 308, Theor. II. Es hätte hinzugefügt werden müssen, daß die Trf. die Ver. x 
ungeändert läßt. Für p-+K ist jetzt einfach K gesetzt. Vgl. S. 303, 2.7—3 v. u. 

S.308, Z.7v.u. Angenscheinlich wählt Lie jetzt die Konst. A der B.T. gleich 1; 
in der Tat benutzt er nachher (S. 309, Z.4) den Buchstaben A in andrer Bedeutung. 

S. 309, 2. 4—1v.u. Jacobi, Abh. II. 

S. 311, Z. 10, 9 v. u. Durch die Gl. (16) und die daraus durch Differentiation 
folgenden. 

S. 313, 2. 9f. Jacobi, Abh. IX. 
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S. 314, 2.5, 12, 2.3 v.u. — 315, Z. 12. Vgl. die Anm. zu $. 298, Z. 12. 

S. 315, Z. 13f. „früher“ s. 8. 314, Z. 15—10 v.u. 

S. 316, Z. 11 v.u. — 317, Z. 2. Hier spricht Lie zum ersten Male von Pfaff- 
schen Ausdrücken. Vgl. Leipz. Ber. 1896, 8. 405—410 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XXV, 
2. Teil, wo Lie die besprochenen Aufgaben behandelt und wenigstens die einfachsten 
Fälle erledigt. Alle möglichen Fälle durchgeführt hat R. Palm in seiner Diss. „Zur 
Invariantentheorie eines Pfaffschen Ausdrucks“, Greifswald 1914. 

S. 317, Z. 10—12. In diesem Falle kann ZXdx die Normalform p, dx, +: 
+ Pn dx, erhalten, wobei dann zugleich A, f in einen Ausdruck von der Form (F’f) 
übergeht (nach 8. 297 f.). Das Problem wird daher gleichbedeutend mit der Integration 
der part. Diffgl. F'= Const. und erfordert nach Abh. X, S. 125 die angegebenen 
Integrationsop. Die Reduktion auf die Normalform Zp,dx, ist aber nicht nötig, 
weil die allgemeinste inf. Tıf. Af, für die A(&Xdx)=d2R wird, ohne Integration 
aufgestellt werden kann und weil diese inf. Trf. genau dieselben Eigenschaften be- 
sitzt wie die inf. Trf. (Ff),,. Vgl. die vorhin genannte Diss. von Palm. Übrigens 
sind die Ausdrücke [p, %], die Clebsch in Abh. III, Crelle 61, S. 149 einführt, 
nichts andres als jene inf. Trf. des Ausdrucks & Xdx, und auf S. 156 in Theor. 5 
spricht Clebsch sogar die wichtigste Eigenschaft dieser inf. Trf. aus, die Ver- 
allgemeinerung der Jaco bischen Id., nur kannte er selbstverständlich ihre Bedeutung 
als inf. Trf.. nicht. 


Zu Abhandlung XXI, S. 320—354. 


Man vgl. die in den Anm. zu Abh. XI auf S. 654—658 abgedruckten Brief- 
stellen. In einem Briefe an A. Mayer vom März 1877 heißt es: 

„Ich habe zu viele Pläne! Aus einem Brief, den Klein Ihnen wohl geschickt 
hat!), werden Sie sehen, daß ich auch über das Pfaffsche Problem [zu] schreiben 
denke. Der Hauptzweck hiermit ist, meine gesamten Untersuch. über p. Gl. 1. O., 
wie ich sie in meinen drei Annalenabh. gegeben habe, auf das Pfaffsche Problem 
auszudehnen. Das gestaltet sich alles natürlich ganz analog. Das Studium der homo- 
genen und nichthom. Gl. 1.0. entspricht den beiden Arten der Pfaffschen Probleme. 
Die Theorie der Gruppen, der ausgez. Fkt., der kanonischen Formen, die Theorie 
der simultanen Transformation eines Ausdrucks X, dx, +:::+ X, „dx, und gewisser 
Fkt. F (&,..., u, Far. , 7, in entsprechende Ausdrücke in %,, ..:, Y%.) — die 
Theorie der Integration, wie ich sie in meiner Invariantentheorie darstellte usw., 
dehnt sich unmittelbar auf das Pfaffsche Problem aus. 

„Die Theorien meiner letzten Arbeit?) dehnen sich auch ohne weiteres aus. 
Doch haben sie nicht so große Wichtigkeit für das Pfaffsche Problem wie für die 
p. Gl. 1. 0. 

„Ich habe gedacht, eine zusammenhängende Theorie des Pf. Problems zu 
schreiben. Aus dem Briefe Kleins werden Sie sehen, wie ich mir den ersten Ab- 
schnitt gedacht habe. Es ist natürlich schön, das Pf. Problem direkt zu behandeln. 
Es ist aber methodisch einfacher (scheint mir), den Fundamentalsatz aus der Theorie 
der p. Diffgl. 1. O. herzuleiten.?, Was man hierbei aus der Theorie der p. Diffgl. 
braucht, ließe sich sehr kurz zusammenfassen. Man wird sich dabei auf Ihre Theorie 
der B.T. aın besten stützen. Schreiben Sie mir doch gelegentlich, wie der Inhalt 
meines Briefes Ihnen gefällt. Es hat damit keine Eile. Mein Brief wurde ge- 
schrieben unter dem Eindrucke eines Briefes von Klein. 


1) Dieser Brief iöt leider nicht erhalten. A.d.H. 

2) Gemeint ist wohl Ann. X], also die hier in Abh. XVIII entwickelten Theorien. 
A.d.H. 

3) Wie es hier auf $. 321—327 gemacht wird. A.d. H. 
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„Der zweite Abschnitt sollte meine Integrationstheorie des allg. Pf. Problems 
geben, wie ich es für den einfachsten Fall schon 1873 entwickelte [hier Abh. XI]. 
Dieser Abschnitt soll sehr einfach werden. Ich erledige natürlich den indeterminierten 
Fall in entsprechender Weise. Der dritte Abschnitt soll wesentlich meiner Invarianten- 
theorie entsprechen. Der vierte meiner letzten Abh. in Math. Ann. 

„Die Frobeniussche Arbeit!) ist wohl sehr gut? Ich habe mich nicht dazu 
I es können, sie zu lesen, da ich Kin Zeit habe.“ 


„Als Anden meiner inte ds pr. Problems zebe ich dns Folgende, 


m 


„Sei vorgelegt > dx, mit der Normalform > F,df,. Seien 


Al-ag+ + 0 


Gl., deren Lös. fu. F:Far--, F,_ı: F, sind. Es ist A,F,= F',, also folgt 
4,(2, F,df,) = 2,4; (F)) af, + 2, F,d(A;, fr) 
oder 4A; (ZFdf) = F,df, ”.) 


Seien jetzt N,,.. , N, bekannte Lös. der A,f=0, die eine Rel. der Form 
: 
ZXde= I M,dN, 
1 


erfüllen. Ich behaupte, daß die Verhältnisse der M, die fehlenden Lös. sind. 
„Es ist nämlich 4,(2Xdx)=4A,2MaN), 
woraus, da A,(N)—0, und da A,(2Xde)—= EXde, 
ZXde=2,A,M,-dN, ode 2,M,.dN,=2,4,M,:dN, 
oder endlich 2,(M,— A,M)dN,=0, 
M; 
M; 
„Bestände eine Re. ZXax = ZMdN + M,aV, 


wo die M, und Y unbekannt, während die N, bekannte Lös. der A,f= 0 bezeichnen, 
so findet man die fehlenden Lös. durch eine Quadr.°) .. Ebenso für den indeterm. Fall.“ 


woraus A, M,= M,, so daß 4, )=0 usw. 


1) „Über das Pfaffsche Problem“, Crelle Bd. 82, S. 230—315, Berlin 1877. 
2) Die 2n Fkt. f,, F, der Normalform werden von einander unabh. voraus- 
gesetzt. Aus der Normalf. erkennt man, daß man die Gl. A,/=0 erhält, indem 
man alle inf. Trf. von der Form A,f sucht, für die 2X,&,=0 ist und A,(2X,d«,) 
= 2X,dx, wird. Vgl. $7, 8. 39 #f. der auf S. 712 angeführten Diss. von Palm. 
Die dort mit CO, bezeichneten Größen verschwinden in dem vorliegenden Falle identisch. 
3) Führt man N,,..., N, nebst m — r en Größen y, als neue Ver. 


ein, so wird ge 


Is 
meine (N, y)dN + In y)ayı, 
mithin, wenn man die 58 “e konstant ner 


1...m—-r 


M,aV — S’r,ay;. 
k 


Ist M, =1, so findet man in der Tat V durch eine Quadr., bei der die Integrations- 
konst. eine willk. Fikt. der N, ist. Ist M, nicht konstant, so ist nicht einzusehen, 
wie die integrable totale Gl. Zudy 0 durch eine Quadr. erledigt werden kann. 
Die bekannten inf. Trf. A,f, bei denen die Pfaffsche Gl. inv. bleibt, nützen nämlich 
nichts, weil für sie Zyöy=0 ist. 
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Mayer seinerseits schrieb am 31. 3. 1877, also bevor er den Lieschen Brief 
erhalten hatte, folgendes: 

„Klein hat mir Ihre Briefe über das Pfaffsche Problem zugeschickt, die 
ich mit ganz außerordentlichem Vergnügen gelesen habe. Diese Art, durch fortgesetzte 
Zurückführung auf part. Diflgl. 1.0. den Satz zu beweisen, dB X, da, + -:-+ X „dx, 
sich immer entweder auf die Form 


Faäfy+---+F,df, n<ym 
oder auf die Form 


dy, + 9d,dp, +: +9, _,dp,-ı n<+t(m+1) 


bringen läßt, ist famos. Desgleichen Ihre Methode, a priori zu entscheiden, von 
welcher Art die Normalform eines gegebenen Ausdrucks &Xdx ist. Ich bin äußerst 
begierig auf die Fortsetzung Ihrer Mitteilungen und freue mich sehr, daß die 
Frobeniussche Arbeit Sie veranlaßt, das Pfaffsche Problem von neuem in An- 
griff zu nehmen. . . .“ 

„Daß Frobenius Sie und mich ganz und gar nicht erwähnt, finde ich im 
Grunde doch etwas sehr merkwürdig.“ 

Aus diesem Briefe geht hervor, daß Lie durch Klein auf die Arbeit von 
Frobenius aufmerksam gemacht worden ist und daß Abh. XXI diesem Umstande 
ihre Entstehung verdankt. 

Auf einer Postkarte, gestempelt 22. 5. 77, schreibt Lie: 

„Ich arbeite auf das Pfaffsche Problem und mein Buch,“ 
und in einem Briefe „In den Gebirgen 27. Juli 77*: 

„Im Laufe des Frühlings habe ich nichts anderes gedruckt als eine Abh, über 
das Pf affsche Problem, die mir allerdings ganz gut gefällt. Ich schicke Ihnen diese 
Arbeit, sobald ich nach Christiania zurückkehre.“ 

8. 320, Z. 3. Weshalb er keine zweite Abh. geschrieben hat, das spricht Lie 
in einem Briefe aus, den A. Mayer am 15. 4. 1882 erhalten hat: 

„Auf das Pfaffsche Problem habe ich die Lust verloren durch Frobenius’ 
Auftreten. Einmal war es mein Gedanke, eine zweite große Arbeit hierüber zu 
schreiben und meine gesamten Untersuch. über part. Diffgl. 1. O., Gruppentheorie, 
Bildung von fehlenden Integralen usw. auf das allg. Pfaffsche Problem auszudehnen. 
Dies alles ist sehr selbstverständlich und nur eine einfache Konsequenz von der 
Reduzibilität auf die Normalformen. Solche Sachen sind indes nicht im Kurs zur 
Zeit, und ich habe schon zuviel geschrieben, was nicht gelesen wird.“ 

Das einzige, was Lie später über das Problem veröffentlicht hat, ist die auf 
S. 712 erwähnte Mitteilung in einer Abh. von 1896. 

S. 320, Z. 7—10. Vgl. die Anm. S. 654ff. Gauß hat eine wichtige Anzeige 
der Pfaff schen Abh. veröffentlicht, Gött. gel. Anz. 1815, 1. Juli, Werke III, S. 231 
bis 241. Über Jacobi vgl. die Anm. zu $. 128—131, über Graßmann die zu 
S. 322, 2.6—1v.u. 

S. 320, Z. 7—4 v.u. Dieses Werk ist Entwurf geblieben. Über den ganzen 
Plan vgl. den auf S. 693f. angeführten Brief an Mayer aus dem Jahre 1876. In dem 
vorhin erwähnten Briefe vom 27. 7. 1877 fährt Lie fort: 

„Im übrigen ist selbstverständlich, daß ich wegen der Geburt meiner Tochter 
lange wenig arbeitete. Doch habe ich sehr viel an mein Buch gedacht, wenn auch 
eigentlich sehr wenig redigiert. Dabei habe ich viele Mühe gehabt mit der 
von Cauchy, Briot-Bouquet, Weierstraß, Kowalewski, Darboux herrühren- 
den Theorie für die Existenz der Integrale. Nicht daß eigentlich nach Cauchys 
Vorarbeiten die Sache wesentlich schwierig ist; ich wünschte aber die ganze Ent- 
wicklung der Disziplin, wie wir sie im Anschlusse an Jacobi betreiben, nicht zu 
verlassen. Andererseits wünschte ich die Einfachheit der Redaktion möglichst an- 
zustreben. Wenn Sie und Klein mir helfen werden, hoffe ich, daß es einigermaßen 
gelingen wird, obgleich ich zuweilen halb verzweifele. Natürlich fällt es mir nicht 
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ein, daß mein Buch allgemein gelesen wird. Ich wünschte aber denjenigen, die 
ernstlich studieren werden, diese Disziplin in ihrer jetzigen Gestalt vorzulegen.“ 

Endlich heißt es in demselben Briefe: 

„Um eine Idee von meinem projektierten Buche zu geben, schreibe ich das 
Folgende: z 

„Abschnitt. Über lineare Gl. $ 1. Hauptlösungen einer Gl. $ 2. Sätze über 
simultane Gl. $ 3. Integration der Involsyst. u. vollst. Syst. $4. Jacobis Bestim- 
mung einer Lösung eines Involsyst. $ 5. Reduktion eines Involsyst. auf eine Gl. 
$ 6. Mayersches Theorem. 

„Abschnitt II. Berührungs-Transformationen. $ 7. Bestimmung von B.-T. 
durch Rel. 8,(%,,..., 2%, &',...,2)=0. $ 8. Definition der B.T. durch Diffgl. 
$ 9. Die Involutionsbeziehung. $ 10. Gruppen u. Polargruppen. $ 11. Ausgez. Fkt. 
$ 12. Kanonische Form. $ 13. Best. von kan. Var. X, P. 

„Abschnitt III. Integr. der Gl. der Form ® (a, ..., 2,3 Pur + P,) = 0. 
$ 14. Die Cauchysche Methode. :Ich beweise sie sehr gut im Anschluß zum Voran- 
gehenden‘. $ 15. Die J. Methode. $ 16. Verbesserung der J. Methode, insbesondere 
durch das Mayersche Theorem. $ 17. Erweiterung der Cauchyschen Methode, 
meine Methode. $ 18. Ein erweitertes Integrations-Problem. 

„Absehnitt IV. Homogene Gruppen. Abschnitt V. Integration der Gl. 
FE DEN 

„Die weitere Disposition erinnere ich nicht genau. Es wird etwa 12—15 Ab- 
schnitte, soviel ich erinnere.“ 

S. 321, Satz 1. Ist X, (x, 2) = 0 die vorgelegte Rel., so bestimme man zunächst 
n— 1 von ein. und von X, unabh. Fkt. X,,..., X, derart, daß (X,X,)=0 wird 
für ı,k=1,...,n; eine Quadr. ergibt dann eine Fkt. U(x,p), die den n Gl. 
[X,, z2— U]=0 genügt, und es besteht nunmehr eine Id. von der Form 

n 1 


a TS ER 
Dpdx;= N P,aX,+aU, 


in der die P, ohne Integration gefunden werden können (vgl. Abh. IX, S. 106f., 
sowie Abh. X, S. 125). Die Umwandlung des Ausdrucks Zp,d:, ist damit geleistet, 
und zwar stellen die Gl. X&,=0, X,=a,i=2 ..,n, z2—U=c eine vollst. Lös. 
der Gl. X, —=0 dar (s. Abh. XI, S. 163). Erforderlich ist es allerdings, daß man 
Xs,..., X, so wählt, daß sie selber sowie die Fkt. U, P, sich für die Wertsyst., 
die X,=0 machen, im allg. regulär verhalten. Um das zu erreichen, wird man die 
Gl. X, = 0, wenn sie nicht von allen p, frei ist, nach einer dieser Größen auflösen; 
ist dann x,°, p," ein Wertsyst., für das die aufgelöste Gl. erfüllt ist und in dessen 
Umgebung sie sich regulär verhält, so kann man immer X,,.. , X,, U so wählen, 
daß sie sich in dieser Umgebung regulär verhalten und daß von P,,..., P, das- 
selbe gilt. Ist andrerseits X, = 0 von allen »; frei, so braucht man bloß eines der 
x, vermöge X, = 0 zu eliminieren. 

S. 321, Satz 2. Ist X, (2,2, p)=0 die gegeb. Rel., so bestimmt man n von X, 
und unter ein. unabh. Fkt. X,,..., X,,Z derart, dß [X,X,]=0, [X,Z2]=0 
wird, dann ist nach Abh. IX, S. 102f. 


n? 


1.08 | 
dz — Dp,dx, = I K,daX,+ LaZ, 
i v 


wo die K, und Z ohne Integration gefunden werden können. Die Umwandlung von 
dz — Zp,dx, ist damit geleistet, und zwar ist X, =0, X,=a,, Z=c eine vollet. 
Lös. der Gl. X, = 0. Das im ersten Falle Gesagte gilt sinngemäß auch für den 
gegenwärtigen. 

S. 321, Z. 16—21. Allerdings ist dann die vollständige Lös. der einen Gl., die 
man der Reduktion zugrunde legt, nicht beliebig wählbar, sondern muß so be- 
schaffen sein, daß sie nicht etwa vermöge der übrigen Rel. zwischen den x,, 9, (2, &;, 2x) 
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unbrauchbar wird. Um das zu erreichen, denken wir uns das Glsyst. nach gewissen 
der Ver. aufgelöst. Da in dem Falle, daß das Glsyst. eine von allen p; freie Rel. 
nach sich zieht, die Reduktion unmittelbar ausführbar ist, so können wir annehmen, 
daß das Glsyst. nach ebenso vielen p, auflösbar ist, als es Gl. enthält. Fine der 
durch die Auflösung erhaltenen Gl. wird man dann zur Ausführung der Reduktion 
benutzen; ist dabei x,°, p,° (2°, x,°, p,°) ein Wertsystem, das alle aufgelösten Gl. be- 
friedigt und in dessen Umgebung sich diese Gl. sämtlich regulär verhalten, so 
braucht man nur dafür zu sorgen, daß die Fkt. X, und Z, die man zu bestimmen 
hat, sich in der Umgebung dieses Wertsystems regulär verhalten. 

S. 322, 2.6—4v.u. A.a. 0. erledigt Graßmann dieselbe Aufgabe, die Lie 
hier als Hilfsproblem behandelt. 

S. 322, Z. 3—1 v. u. Lie konnte bloß erraten, was Graßmann macht, denn 
es versteht sich von selbst, daß er sich nicht in die Symbolik der zweiten Aus- 
dehnungslehre eingearbeitet hat. In meinen Anm. zu Graßmanns Werken (a.a.0. 
S. 472-—495) habe ich die in Rede stehenden Entwicklungen in die Sprache der 
gewöhnlichen Analysis übersetzt und dadurch allgemein zugänglich gemacht. Zu 
bemerken ist, daß Graßmann die Integrationstheorie einer beliebigen Pfaffschen 
Gl. vollständig erledigt und insbesondere die richtigen Kriterien für die Dimensionen- 
zahl der Integralmann. aufstellt, daß er dagegen die Reduktion eines Pfaffschen 
Ausdrucks auf seine Normalform nicht ganz erledigt. Richtige Kriterien für die 
Dimension der Integralmann. hatte allerdings kurz vorher schon Natani veröffent- 
licht (vgl. S. 667), aber bei Graßmann erscheinen die Kriterien in viel vollkom- 
menerer, ganz symmetrischer Gestalt. 

S. 323, Z. 1—4. Vgl. hier Abh. XII, S. 150—152. 

S. 325, Z. 15—11 v. u. Das ist doch nicht so obne weiteres sicher, denn man 
weiß nicht, ob die Definitionsgebiete der Fkt. f,, F', und 9,, ®, so beschaffen sind, 
daß die Gl. f,=g;, F,= 9, überhaupt bestehen können. Will man dieses Bedenken 
heben, so muß man sich darauf stützen, daß es Transformationen gibt, bei denen 
der Ausdruck Zp,d«, inv. bleibt, .—. zugleich ein beliebig gewähltes Wert- 
system x,°, p,°, für das nicht alle p,° verschwinden, in ein beliebig gewähltes andres 
Wertsystem dieser Art übergeführt wird. Vgl. die Anm. zu 8. 92, Z.11—16. Ähnlich 
ist der Fall zu behandeln, wo die Normalform eine ungerade Anzahl von Fkt. enthält. 

S. 326, Z. 15—2 v. u. Vgl. Abh. IX, S. 116—119. 

S. 326, 2. 1v.u. A.a.O. in Abh. III definiert Clebsch die Fkt. F\,, f, der 
Normalform 8,dp, + :::+ 9,dy, eines Pfaffschen Ausdrucks X,dae, + -- 
+ X,„dx,,„ unmittelbar durch simultane part. Diffgl., die, auf den Ausdruck 
F,af,+:::+ F,dfn angewendet, sofort die Gl. Z. 9, 8 v. u. liefern. 

S. 327, 2.16—8 v.u. Vgl. Abh. IX, S. 104—116. Genau genommen sind die 
angegebenen Gleichungen nur anwendbar, wenn man vorher in der Gl. S. 327, Z. 8 
für f und g setzt — fund —g. 

S. 327, 2. 4—1v.u. A. Mayer, Abh. VIII, IX. 

S. 328, 2. 7—3 v. u. Genau in derselben Weise, indem er sich ebenfalls auf 
Brioschi beruft, findet Clebsch die Det. 4 in dem besonderen Falle m = 2n, 
(s. dessen Abh. II, Crelle 60, S. 203, vgl. auch Abh. III, Crelle 61, 8. 147£.). 

S. 329, Z. 3—1 v. u. Eigentlich kommt hier nur Nr. 513 in Betracht, außerdem 
aber Nr. 511 und 512. 

S. 330, Z.3, 2 v. u. Beide Male sind ganze rationale Fkt. gemeint. 

S. 332, Satz 4. Vgl. Abh. XI, S. 123—130 und zu Satz 5 noch S. 130f. 

S. 332, 2.3 v.u. — S. 334, Z. 12 v. u. Für eine besondere Art von Involsyst. 
hat Lie diese Entwicklungen schon in Abh. XV, S. 212—214, gemacht, allerdings 
ohne die Hauptlös. zu benutzen. Dort ist auch der Inhalt der Nr. 12, S. 334 f. im 
wesentlichen schon ausgesprochen. 

8. 383, .2.1v.u. Vgl. a Abh. III, IV, VI, ferner hier Abh. II, S. 7f., 
III, S. 13, 7. 11—13, IV, S. 1 

S. 334, Z.4—1v.u. Vol. Abh>IV, 8.26, VIL S. 54. 
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S. 335, Z. 13. Vgl. Abh. IV, S. 17, 2. 6—8 und die Anm. dazu, S. 628 ff. 

S. 335—341. Der besondere Fall qg= 1 dieser Theorie ist schon in Abh. XI, 
8 4, 8. 140—145 behandelt; in den Anm. dazu, S. 669, ist die begriffliche Bedeutung 
des dort benutzten Verfahrens auseinandergesetzt, die Übertragung auf den allge- 
meinen Fall hat keine Schwierigkeit. Man vgl. übrigens auch die geschichtlichen 
Bemerkungen zu Abh. XI, S. 654 ff. 

8. 338, 2. 8—11. Für ,=0,...,%,=0 verwandelt sich ja 4 in den Aus- 
druck, den man aus (1,2,...,2n) durch die Substitution &,,,, = %,4,(k=1...,9) 
erhält. 

S. 339, Z. 18—20. Vgl. Nr. 6. 

S. 340, 2. 2 v. u.— 341, Z. 4. Vgl. den auf $S. 654f. mitgeteilten Brief an 
A. Mayer vom Dez. 1872, besonders den dortigen Satz 3. 

S. 341, 2. 1 v. u. Vgl. a.a. O. S. 204—207, wo Clebsch ähnlich verfährt wie 
Lie auf 8. 342. j 

S. 341, 2. 2 v. u. Genau genommen müßte links noch das Glied 


else RR RE 

d Ton+k 
hinzugefügt werden; Lie dachte sich aber wahrscheinlich dieses Glied dadurch 
entstanden, daß für die letzte der 2n +1 Zahlen 1, 2,..., 2n, 2n + k gesetzt wird. 


S. 343, Z. 4—1v.u. Vgl. S. 326 und die Anm. dazu. 

S. 345, Z. 16. Vgl. A. Mayer, Abh. IV, Ann. V, 8. 467f. Der erste Schritt ist 
dort die Aufsuchung einer Lös. einer lin. part. Diffgl. in 2n Ver., also eine Op. 
2n—1, dann hat man eine Lös. eines zweigl. vollst. Syst. in 2n — 1 Ver. zu be- 
stimmen, also eine Op. 2n — 3 usw. 

S. 346. Die begriffliche Bedeutung der Substitution (A) ist nach den Aus- 
einandersetzungen auf S. 669 klar. 

S. 347, Z. 1, nämlich für,=.  -=-4=V0. 

S. 349, Z. 18f. Vgl. S. 327 und die Anm. dazu. 

S. 350, Z. 5—1 v. u. Vgl. Abh. IX, 8. 118, 24 v.u. — 119, 2. 2. Die B.T. ist 
nämlich homogen. 

S. 351, Z. 3—5. Hier Abh. XVII, S. 252—259 und Ann. XI (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. II. 

S. 351, Z. 8-10. Vgl. Abh. XVII, S. 257, Z. 16—25, Ann. XI, 8.550, 2. 1—11; 
daß an beiden Stellen vorher schon die Gl, qg’=g bewiesen ist, hat damit nichts 
zu tun. 

S. 351, 2. 12—15. Es wird: Zpd;=B,dF, +: -+9,_,d4F,_,, wo die 
Fkt. F,, ®, von ein. unabh. sind (vgl. die Anm. zu Abh. XVII, S. 257, 689f.). Ist 
nun Zp/de/ =®,dF,’ +: -+9,_,4F,_,, s0 hat die Gl.20,dF,= 290, dF’/ 
nach S. 324 zur Folge, daß zwischen den Größen F\,, F'/, ®,, ®, mindestens 2n — 4 — q’ 
unabh. Rel. bestehen. Wäre daher g’>g, so wären die F', ®, für sich durch min- 
destens q’— q Rel. verknüpft, was nicht der Fall ist; ebenso ergibt sich, daß nicht 
q’<q sein kann. 


S. 351, 2.4—2v.u. DieGl.z2— z=W, Q,=0, 9, = u +24, stellen, 
wenn man sich die A, eliminiert denkt und die z’, x,‘ als Parameter auffaßt, eine 
Schar von Element-M, dar, die den durch Elimination von z’,2,',..., x, ent- 
stehenden Diffgl. genügt. Erhält man durch Auflös. dieses Invsyst. Gl. von der 
Form , — 9, =0,9,; —-hh=0(k=1l, .,gi=l...., m), so liegen die linken 
Seiten dieser Gl. paarweise in Invol. (Abh. XV, S. 219, Z. 12--17 und 9. 686). 
Bestimmt man daher n— q— m unabh. Fkt. F\,..., F__,_,., die paarweise und 


mit allen &,-——- Q,, p;— h, in Inrv. liegen, so besteht nach Abh. IX, S. 106f. eine 
Id. von der Form 
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een gd—m 


1 re 2 RER 1 
de Ipd=de— VD) - Ira - PD Bdp—h)— NS,dF,, 
i k i j 


wo die 2n Fkt. 2, — 9,2, —h. F,, X, #, ®, von ein. unabhängig sind. Er- 
geben sich nun andrerseits q’-+ m’ Rel. zwischen den x’, p’ allein, so erhält man 


eine Gl. von der Form 
; 1..n—9-m 1..n—g-m 


de !- U+U)— Y9,d4F, + I0dF,=0, 
J J 


in der die auftretenden 2?» — g— m) +2 (n — a’— m’) + 1 Fkt. nach $. 324 durch 
mindestens n— g—-m-+n— gq’—m’+1Rel. verknüpft sind. Wäre daher ’ +m’>g-+m, 
so bekäme man mindestens q’+ m’-— q— m Rel. zwischen den F',, ®, allein, was 
nicht sein kann. Da ebensowenig g+m>g’+ m’ sein kann, folgt, wie behauptet, 
y+tm=q+m. 

S. 352, 2. 8—10 und 18—21. Vgl. hierzu die Anm. zu S. 322, Z. 3—1v.u. 

S. 352, Z. 12f., 8. 354, 2. 7. Vgl. Abh. V, 8. 27, 24v.u.—28, Z.1 und 
Abh. XI, 8. 126—147. Die Jahreszahl 1873 kommt wohl daher, daß Abh. V erst 
1873 erschienen ist. 


Zu Abhandlung XXII, S. 355, 356. 


S. 355, Z. 10 — 356, 2.16. Alles das hat Lie ausführlich dargestellt in seinem 
Universitätsprogramm: Klassifikation der Flächen nach der Transformationsgruppe 
ihrer geod. Kurven, Christ. 1879 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXIV), in umgearbeiteter Fas- 
sung Ann. XX, 1882 (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV). 

S. 356, Z. 17f. Ausgeführt in der Abh. „Weitere Untersuch. über Minimalfl.“, 
Arch. IV, 1880, S. 495—506 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XXV, $ 3, 4). 

S. 356, Z. 19. Im Urtexte steht „af visse Flader“; was damit gemeint ist, ist 
unklar, denn der Satz gilt für jede nicht abwickelbare Fläche. 

S. 356, Z. 19—24. In Abh. XXXVII, S. 537 spricht Lie den Satz über die 
Fläche 2. Grades ausführlicher aus, aber auch, ohne einen Beweis mitzuteilen; dann 
gibt er eine kurze Darstellung seines Verfahrens zur Bestimmung der auf Z. 231. 
bezeichneten Flächen. 

In einem Briefe an F. Klein vom 18. 12. 1878 schreibt Lie: 

„Nun eine andere Bemerkung, die mich sehr frappiert hat und die fundamental 
scheint, sie möge neu oder alt sein. 

„Ich nehme eine ganz beliebige Fläche, ziehe eine Haupttangentenkurve und 
konstruiere die oo! Haupttangenten des zweiten Systems, die durch ihre Punkte 

gehen. Alle diese oo! Geraden bilden eine Linien- 
fläche. Drei konsekutive bestimmen eine Fläche 
2. Grades, die die Linienfläche oskuliert. Zu jedem 
Punkte p der ursprünglichen Fläche entsprechen 
somit zwei bestimmte Flächen 2. Grades, eine 
nämlich für jede durch p gehende Haupttangenten- 
kurve. 
„Merkwürdig ist dabei, daß diese beiden 
Flächen 2. Grades identisch sind. 
Fig. 2. „Also: jede Fläche wird in einem 
Punkte allgemeiner Lage von einer be- 
stimmten Fläche 2. Grades in ausgezeichneter Weise oskuliert. 

„Diese charakteristische Fläche 2. Grades hängt ab von den Diffqu. nullter, 
1., 2., 3. und 4. O. Wenn man dazu kommt, Dupins und Mannheims Unter- 
suchungen einen Schritt weiter zu treiben, so wird die Fläche 2. Grades auftreten. 
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„Diese Theorie, die ich gestern fand, hat mir gegeben eıne sehr elegante 
Erledigung des von mir längst gelösten Problems: Alle Flächen zu bestimmen, deren 
Haupttangentenkurven jedesmal einem linearen Komplexe gehören. 

„Hierauf gehe ich vielleicht in einer kleinen Notiz für die Annalen ein, wie 
ich überhaupt ‚gelegentlich das Material meiner „Über Komplexe“ [Ann. V, d. Ausg. 
Bd. II, Abh. I] sukzessiv verwerten werde. 

„Hier noch die folgende Bemerkang: Ein zweites ebenso einfaches Element im 
Dupin-Mannheimschen Sinne findet man, indem man meine Kugeltransformation 
auf die Fläche 2. Grades anwendet. Man nehme 
eine Fläche, einen Punkt p und die beiden hin- 
durchgehenden Krümmunsgslinien. Ich nehme drei 
konsekutive Hauptkugeln, die längs der einen _— 

Krümmungslinie !; berühren. Diese drei Kugeln ) 

bestimmen eine Dupinsche Zyklide, die man 

ebenso erhält, wenn man die zweite Krümmungs- f 
linie wählt. 

„Jede Fläche wird somit in jedem 
Punkte in ausgezeichneter Weise von einer bestimmten Dupinschen 
Zyklide berührt. Auch jetzt kommen die Diffqu. inklusive vierter in Betracht. 

„Die Betrachtung dieser Zyklide gibt eine einfachste Bestimmung aller Flächen 
mit ebenen und sphärischen Krümmungslinien.“ 

S. 356, 2. 9—3 v.u. Ausgeführt in Abh. XXIV, S. 367—374. Im Sept. 1879 
schreibt Lie an F. Klein: 

„Im Crelleschen Journale finde ich soeben einen schönen Satz über Flächen 
von konstantem Krümmungsmaße ?), nämlich daß die entgegengesetzten Seiten eines 
Vierseits, dessen Seiten asymptotische Linien sind, immer gleiche Längen haben. 
Hieraus fließt durch meine Theorien, daß man die Haupttangentenkurven einer 
solchen Fläche durch Quadratur finden kann. Denn man kennt eine inf. Trf. der 
betreffenden Diffgl. 

„Führt man in der Tat alle Punkte der Fläche [um] gleich große Strecken längs 
der Haupttangentenkurven des einen Systems, so werden die Kurven des zweiten Systems 
unter sich vertauscht. Hiermit ist die Möglichkeit der Integration nach mir gegeben.“ 

Ende September heißt es dann weiter: 

„In meinem vorigen Briefe bestimmte ich die Haupttangentenkurven der 
Flächen mit konstantem Krümmungsmaß. Jetzt kann ich zugleich die Krümmungs- 
linien derselben bestimmen. Dies beruht darauf, daß die inf. Trf. meines Briefes, 
die die Haupttangentenkurven unter sich vertauscht, zugleich die Krümmungslinien 
unter sich vertauscht. 

„Beweis: Ich ziehe eine Haupttangentenkurve jeder Schar, setze gleichgroße 
Segmente auf beiden ab und ziehe die hindurchgehenden Haupttangentenkurven. 

Hierdurch wird die Fläche in oo® Rhom- 

er ben, d. h. Parallelogramme mit gleichen 
Seiten zerlegt. In jeder inf. Rhombe sind die 

x a Diagonalen Elemente der Krüm- 

x mungslinien. Bei meiner inf. Trf. x 


Fig. 3. 


. geht nun jede Rhombe in eine 

X x solche über; gleichzeitig gehen die ur 

s x Diagonalen in ebensolche über. Also 

x X P gestatten die Krümmungslinien 
es: X X x Ä meine inf. Trf. Und also finde ich 
\ ohne weiteres den Integrabilitäts- 

Fig. 4. faktor ihrer Diffgl. Fig. 5. 


1) „Ich drücke mich hier etwas kurz aus.“ 
2) Vgl. Abh. XXIV, S. 373. A.d. H. 
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„Man kann die Gl. der Haupttangentenkurven in solche Form u = Const., 
v — Const. setzen, daß u + v = Const., u — v = Const. die Gl. der Krümmungs- 
linien sind. 

„Weißt Du,.ob etwas unter diesen Sachen bekannt ist? Ich bezweifle es. 

„Hier noch die gewiß neue Bemerkung, daß die Diffgl. der Minimalflächen 
sich auffassen läßt als eine Degeneration der Diffgl. der Flächen von konstantem 
Krümmungsmaße.') 

„Antworte mir freundlichst umgehend. Wenn möglich, fragst Du Brill. Er 
weiß wohl Bescheid in diesen Sachen. 

„Ich habe schon unserer Ges. d. Wiss. diese Sachen vorläufig mitgeteilt.“ 


Zu Abhandlung XXIII, S. 357—366. 


In etwas umgearbeiteifer Fassung bildet diese Arbeit einen Teil der Abh.: Un- 
tersuchungen über Translationsflächen II, Leipz. Ber. 1892, s. dort 8. 559—569 (d. 
Ausg. Bd. II, Abh. XII, I. Teil, Nr. 1—3). 

S. 358, Z. 10. Übrigens brauchen X, Y, Z keineswegs Richtungskosinus zu sein; 
die folgenden Betrachtungen gelten auch, wenn X?+ Y?+ Z° id. verschwindet. 

S. 358, Z. 15 v. u. Die beiden Integrationskonstanten sind so zu wählen, daß 
diese Gl. zur Identität wird, wenn man für x, y, 2, X, Y, Z die gegebenen Funk- 
tionen des Parameters setzt; aus der Gl. der Fläche fallen sie mithin heraus. Zu- 
gleich ist klar, daß nicht zwei Quadraturen erforderlich sind, sondern nur eine. 

S. 358, Z. 9, 8 v. u. Ist andrerseits eines der beiden Integrale algebraisch, so 
ist es auch das andere. 

S. 359, 2. 1ı3f. Diese Gl. bestimmen £, n, & als Fkt. des Parameters, der den 
Erzeugenden der Developpablen zugeordnet ist, sie stellen daher eine algebraische 
Kurve dar. Die Verbindungslinien der Punkte dieser Kurve mit dem Koordinaten- 
anfange sind offenbar den Erzeugenden der Developpablen parallel und selbst die 
Erzeugenden eines Kegels, dessen Tangentialebenen längs der Kurve die gegebenen 
Fkt. X, Y, Z zu Richtungskosinus haben. Die algebr. Integrale auf Z. 16 bestim- 
men daher eine diesem Kegel längs der hier betrachteten Kurve eingeschriebene al- 
gebr. Integralfi. von s= 0. 

S. 360, Z. 7—13. Man kann die Aufgabe auch so ausdrücken: Sind &, n, & be- 
liebige algebraische Funktionen eines Parameters t, so soll e in allgemeinster Weise 
als algebr. Fkt. von t derart bestimmt werden, daß das Integral 


ndg—E&dn 
gSdn—nd 


d (e8) 


eine algebr. Fkt. von # wird. 

S. 360, Z. 8—1 v. u. Diese Wahl der Parameter t und r wird getroffen, weil 
die Ebene durch zwei solche einander schneidende Tangenten immer die beiden 
Kurven berührt und auch Tangentialebene der Dev. ist. Die Geraden, die je zwei 
Punkte r—= t der beiden Kurven verbinden, sind nämlich die Erzeug. der Dev.; diese 
wird daher durch die Gl. S. 361, Z. 4 v. u. dargestellt, wenn man darin r=1t setzt 
und die Größen t, m:n als Parameter auffaßt. 

S 361, 2.3. Weil nämlich A, (r) und B, (t) konstant sind. 

S. 361, Z. 1—24. Die Fläche (4) ist algebraisch, denn sie ist der Ort der Mit- 
ten aller Sehnen zwischen den beiden algebraischen Kurven (1) und (2). Sind P,, 


1) Wie mir mein Freund Study mitteilt, beruht das jedenfalls darauf, daß 
die Bestimmung der Minimalflächen eines nichteuklidischen Raumes auf die Diffe- 
rentialgleichung zurückgeführt werden kann, die zur Bestimmung der Flächen kon- 
stanter Kr. eines euklid. Raumes dient. Vgl. Darboux, Lecons sur la theorie 
generale des surfaces, Bd. III, Paris 1894, S. 471—478. 


Algebraische Integralflächen von s= 0 721 


P, zwei Punkte von (1) und @,, Q, solche von (2) und bezeichnet man die Mitten 
von P,Q,, P,Q, mit M,, M,, die von P,Q,, P, Q, mit N,, N,, so sind M, M, 
und N,N, zu 9, Q,, also unter einander und zu den Ebenen x = Const. parallel. 
Andrerseits sind M,N, und M,N, zu P, P,, also unter einander und zu den 
Ebenen y = Const. parallel; überdies ist MN, =M,N, und MM, =N,N,. 
Hierin liegt, daß die Fläche (4) von den Ebenen x = Const. und ebenso von den 
Ebenen y= Const. in kongruenten gleichgestellten Kurven geschnitten wird, daß 
sie also eine Integralfläche von s= 0 ist (S 357, Z. 8—4 v. u.). Wählt man P,, P, 
unendlich benachbart und ebenso @,, Q,, so geht die Tangentialebene des Punktes 
M, der Fläche (4) durch M, und N, und ist mithin den zu P, und Q, gehörigen 
Tangenten der Kurven (2) und (1) parallel. Wählt man insbesondere Q, so, daß 
P, Q, eine Erzeugende der Dev. wird, so geht die Tangentialebene der Dev. längs 
dieser Erzeugenden durch P, P,, 9, 9, und fällt daher mit der zu M, gehörigen 
Tangentialebene der Fläche (4) zusammen. (Genau ebenso erkennt man die Richtig- 
keit der Behauptung auf S. 361, 2. 5—2 v.u. 

S. 362, Z. 10—26. Die Fläche (6) ist der Ort der Endpunkte aller der Strecken, 
die man vom Koordinatenanfange aus so ziehen kann, daß sie gleich und parallel 
sind den von den Punkten der Kurve (2) nach den Punkten der Kurve (1) gezo- 
genen Sehnen. Durch ähnliche Betrachtungen wie in der vorigen Anm. erkennt: man 
daher, daß sie von den Ebenen «= Const. und auch von den Ebenen y = Const. 
in kongruenten gleichgestellten Kurven geschnitten wird, daß sie also eine Inte- 
gralfl. ist. Überdies leuchtet ein, daß diese Schnittkurven mit den Kurven (2) und (1) 
in entsprechenden Pkten. parallele Tangenten haben. Die Kurve r = i der Fläche 
(6) ist der Ort der Punkte, die von den zu Erzeugenden der Dev. parallelen Strecken 
geliefert werden. Hieraus folgt, daß die Tangentialebene der Dev. längs einer Er- 
zeug. immer der Tangentialebene der Fläche (6) in dem Punkte r=t parallel ist, 
den die Erzeug. liefert; insbesondere enthält diese letzte Tangentialebene die vom 
Koordinatenanfange nach dem betr. Punkte r = t gezogene Strecke. Mit andern Wor- 
ten: Die Tangentialebenen der Fläche (6) längs der Kurve r= sind den Tangen- 
tialebenen der Dev. parallel und umhüllen einen algebr. Kegel, dessen Spitze der 
Koordinatenanfang ist. 

S. 363, 2.5 v.o. — 1 v.u. Diese Betrachtungen sind umständlicher als nötig. 
Jede algebr. Integralfläche, die den Kegel längs einer algebr. Kurve berührt, kann 
Ja in der Form (6) dargestellt werden, wo alle auftretenden Fkt. algebr., wo A, (r)=a 
und B,(t)=b konstant sind und wo r=t die Berührungskurve ist. Die Tangen- 
tialebenen der Fläche (6) längs der Kurve r=t werden durch die Gl. (7) dargestellt 
und gehen alle durch den Koordinatenanfang, so daß (3) identisch erfüllt ist. Dem- 
nach wird (4) eine algebr. Integralfl., die der algebr. Dev. eingeschrieben ist, welche 
die Kurven (1) und (2) einhüllt. Aber zu dieser Fläche (4) steht (6) in der früher 
beschriebenen Beziehung, d. h. die Tangentialebenen der Dev. sind denen des Kegels 
parallel. 

.8. 364, Z2.5—3 v. u. Sucht man alle inf. B.T., bei denen die Gl. s= 0 inv. 
bleibt, so erhält man nach Abh. XXV, S. 481f. die Diffg.: BAW= DAW=BCW 
= DUW=0, aus denen folgt, daß die char. Fkt. W der inf. B.T. die Form: cz + 
p(z, p)+x(y, q) hat, wo p und x willk. Fkt. bezeichnen. Die von diesen inf. B. T. 
erzeugten endl. B. T. haben die Gestalt 


«=X(a,p), Y=Yygy, !=0:+9aP) HAN). 
»=Pap, (=QWD; 
unter ihnen gibt es daher insbesondere solche, die (vgl. Abh. IX, S. 100) aus einer 
Gl. von der Form ; ß , 
z — C+ fe, x) +9, y)=0 


abgeleitet werden können, und zwar sind, w‘e man sich leicht überzeugt, / und g 
wieder willk. Fkt. Algebr. B. T., die s= 0 inv. lassen, erhält man daher, wenn man 
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für f und g beliebige algebr. Fkt. setzt. Denkt man sich nun eine algebr. Fläche 
gegeben, die durch eine alg. B.T. der eben gefundenen Art aus einer alg. Dev. ab- 
geleitet ist, so kann man offenbar alle algebr. Integralfi. von s= 0 aufstellen, die in 
diese Fläche eingeschrieben sind. 

S. 364, Z.3—1v. u. Nach Abh. XIX sind das die Monge-Ampereschen Gl., 
die durch B.T. auf die Form s—=0 gebracht werden können. Die Frage ist nur, 
wie dabei die Beschränkung auf das Algebraische zu fassen ist. Offenbar genügt 
es nicht, daß die Koeff. der Diffgl. und die interm. Integrale algebr. sind, denn dar- 
aus folgt noch nicht, daß es eine algebr. B. T. gibt, die die Überführung leistet. 

S. 365, Z. 3—8. Stellt man die Kurven z= F'(x) und z=®(y) durch Gl. von 
der Form: f(x, z2)=0 und p(y, 2)=0 dar, wo f und p ganze rationale Fkt. von 
den Graden o und ® sind, so ergibt sich die Gl. der Fläche z= F(x&) + © (y) 
durch Elimination von 4 aus den beiden Gl.: f(@&, 2—A)=0,9(y, A) = 0 und wird 
daher höchstens vom Grade o@. Andrerseits ergibt sich die (Gl. der Fläche in den 
durch die Gl. z=ux + vy-+ w definierten Ebenenkoord. durch Elim. von x und y 
aus den Gl. 


vu=F@)+PWy)-azF(@)—y®(y, u=F'(e), v=®(y) 


und erhält daher die der ursprünglichen ähnliche Form: w= F, (uw) + ®, (v), wo 
offenbar w= F, (u) und w=#,(v) die Gl. der Kurven: z= F(x) und z= d(y) in 
Linienkoord. sind. Die Klasse der Fläche ist somit höchstens cx. Es sei endlich @ 
eine Gerade in einer Ebene x =a. Die in dieser Ebene liegende Kurve z = F'(a) 
+ ©(y) besitzt r zu G parallele Tangenten, für deren Berührungspunkte y die Werte 
Yıy +, Y, haben möge. In jeder Ebene y=y,(i=1,...,r) gibt es dann von 
ihrem Schnittpunkte mit @ aus c Tangenten an die Kurve z= F(x) + ©(y,) und 
jede dieser rc Tangenten bestimmt mit G@ zusammen eine durch @ gehende Tan- 
gentialebene an die Fläche. Die Klasse der Fläche ist daher >rc und ebenso > tx. 

S. 365, Z.5 v.u. In der nachfolgenden Selbstanzeige (S. 366, Z. 5 v. u.) ist 
ausdrücklich hinzugefügt: „von zweiter Ordnung“. 

S. 365, Z.5—2 v.u. Eine Klasse von part. Diffgl. 2. O. dieser Art integriert 
Lie, Arch. II, S. 159—163, 1877 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XVII, $ 1). Die Entwicklun- 
gen der gegenwärtigen Abh. überträgt er auf diesen allgemeinen Fall in den Leipz. 
Ber. von 1892, S. 448—472 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XI). 

S. 365, 2.2, 1 v.u. Schon 1878 hatte Lie alle algebr. Minimalfl. bestimmt, 
die in einen gegebenen algebr. Kegel eingeschrieben sind, und hatte gewisse algebr. 
Developpable angegeben, für die sich dieselbe Aufgabe lösen läßt (Arch. III, 8. 224 
— 233, 340—351, d. Ausg. Bd. I, Abh. XXII, XXI). In den Math. Ann. XV, 8. 467 
—501 (1879) sind diese Untersuch. wiedergegeben; dort geht Lie auch $. 484486, 
496 — 498 auf die zugrundeliegenden begrifflichen Betrachtungen ein (d. Ausg. 
Ba. II, Abh. IIL, 8 1-—11, insbes. $ 7 u. 10). 


Zu Abhandlung XXIV, 8. 367-374. 


Vgl. die Anm. zu S. 356, 2. 9—3 v. u. 8. 719. 

S. 367, 2.2 v.u. Enneper, „Über asymptotische Linien“, Gött. Nachr. 1870, 
Nr. 23 vom 16. Nov., 8. 493—510. Der im Text erwähnte Satz steht auf S. 496. Den 
von Lie angekündigten Beweis findet man in Abh. XXV, S. 375f., 378f. 

S. 367, Z2.11—9 v.u. Abh. XXV, 8. 381—383. 

S. 367, 2. 9—7 v.u. Vgl. 8. 373, Z. 7 und Abh. XXV, 8. 380f. 

S. 367, 2.6—4 v.u. Abh. XXV, S. 378. 
S. 370, Z. 1f. Eine andere Begründung dieses Satzes findet man in Abh. XXV], 
S. 390f. | 

S. 372, 2. 13—7 v.u. Die Gl. Z. 13 v. u. sagt nach Abh. XIV, S. 190, Theor. 
I aus, daß die lin. part. Diffgl. A (f) = 0 die inf. Trf. «(f) gestattet, daraus aber folgt, 
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daß auch die Diffgl. Mau — Ldv=0 diese inf. Trf. gestattet, daß sie also (vgl. 
Abh. XII, S. 179—181) den Integrabilitätsfaktur YA : (AM — BL) besitzt. 

S. 373, Z.7. Hazzidakis: „Über einige Eigenschaften der Flächen mit kon- 
stantem Krümmungsmaß“, Crelle 88, Heft 1, S. 68—73, Berlin 1879. 

S. 374, 2.6—8, Nämlich die inf. Bewegung, bei der die Fläche invariant bleibt. 


Zu Abhandlung XXV, S. 375—386. 


S. 375, 2.7. Bonnet: „Memoire sur la theorie des surfaces applicables sur 
une surface donnee.* Journ. de l’Ecole Polyt. Cahier 41, Tome 24, S. 209-230 
(18656) und Cahier 42, Tome 25, S. 1—151 (1867). 

S. 376, Z. 17—13 v.u. Enneper a.a.O0. $. 499. 

S. 378, Z. 14—12 v. u. Das sphärische Bild der Fläche wird ja durch die @l.: 
$= — p:Yo,n=—4q:Yo, {=1:Yo dargestellt. Man berechne das dazu gehö- 
rige Bogenelement und erinnere sich an Abh. XXIV, 8. 373, Z. 5—10. 

S. 379, Z. 17f. Das sphär. Bild jeder ebenen Krümmungslinie ist ja ein Kreis. 

S. 379, 2.2, 1 v.u. Es ist unklar, was damit gemeint ist. 

S. 379, 2.5—3 v.u. Sind A, B, C die Richtungskosinus der Flächennormalen, 
so erscheinen die Gl. (1), S. 376 in der Gestalt Kdx—=+ (BdC— CdB). Aus 

1 


1 
= %®$BU- CB,): ,»=7(B0,—CB,) 


folgt nun 2(BC,,.— CB,)= (BC, — CB,) + 280, — CB,), 
demnach bestehen Gl. von der Form 


24, =0A+ 24,44, 


und somit ist rn ZA,” + 24, 4A, 
d K. 


5 zA’= u ZAA+ FE 
Aber 2A,’-du? +224,A, dudv+ ZA,’:dv? ist das Bogenelem. der sphär. 
Abbildung und dessen Det. kann nicht ident. verschwinden; soll daher sowohl 
ZA,” frei von v als 3 A,? frei von « sein, so ist die Konstanz von K nicht bloß 
hinreichend, sondern auch notwendig. 

Andrerseits findet man für das Bogenelement der Fläche selbst den Ausdruck 


Ede: = 24, du — 2 EA, A, -dudo+ EA: deN) 


Soll hier der Koeffizient von du? eine Funktion von « allein sein und der von dv? 
eine Fkt. von v allein, so ergibt sich wieder als notwendige und hinreichende Bed. 
die Konstanz von K. 

Die in diesen Formeln liegende Beziehung zwischen dem Bogenelemente der 
Fläche und dem der sphär. Abbildung findet man in ancerer Gestalt S. 380, Z. 6— 
ivu. 

S. 380, Z. 8f. Da die Fläche das konstante Krümmungsmaß — K* hat, so kann 
man sie auf eine Kugel vom Halbmesser @: K abwickeln; dieselbe Kugel kann man 
dann zur Herstellung der sphärischen Abbildung benutzen. 

S. 380, Z. 14, 13 v.u. Hazzidakis (Crelle Bd. 88, S. 72f.) bezieht eine vor- 
gelegte Fläche von der konst. Krümmung %k auf solche Parameter u, v, daß die 
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Diffgl. der geod. Linien die Form du d’v— dvd’u= 0 und das Bogenel. die Form 
du? + dv’ + (udvr— vdu)? 


seen kitu toi: 
annimmt. Die Codazzischen Gl. lassen sich dann so schreiben 
E D Ba D o° D' RS 2: 
9 EBa—_ Fr 4 Eo— Fi "ko r 9% ne FYi 
und zeigen, daß es eine Fkt. p(u, v) gibt, für die 
D D’ 2° 
3 = dyu 3 — Pun 3 Eu 
(EG — F*) (EG— F*) (EG— FF) 
wird. Nun ist EG—-F= a © 
k(1+-u?+vN) 


aus der bekannten Gl. DD” — D’?=k(EG — F?)? ergibt sich daher, daß von der 


Fkt.y=k"59@ die Diffgl. 
1 


 kat+tu tv) 
befriedigt wird. Diese aber entsteht aus der Diffgl. der Flächen konstanter Krüm- 
mung "tt —s’—=ki1+p’+d 2)* durch die dualistische Transformation 


= we 2 OT 
set PR Mae 7 Bu Ad PR 7 de et ra Free 


Kuu kon” gas 


>} 
IS} 


also bestimmen die Gl. für &, y', 2° ebenfalls eine Fläche von der konst. Kr. k. 
Wegen da’ == y,„AuU-+ Xu, 80 usw., kann man diese Fläche aus 
da =k(1+u:+v2”(Ddu+D' do) 
dy=k(1+u!+ v0’ (D’du+ D’ do) 
dz=udx +vdy' 
durch drei Quadraturen ermitteln. 
Nun ergibt sich 
dx’ dp +dydg =k(1+u? +?” (Dau’+ 2D’dudv + D’dv®), 
woraus hervorgeht, daß die Haupttangentenkurven der beiden Flächen einander ent- 
sprechen. Zugleich findet man durch eine leichte Rechnung 


ED” —2FD’+GD Dauw+2Ddudv+ D’dav 
(EG—- FF} (EG—- FF} 
— k(Edu’+2Fdudr G dv?), 
mit andern Worten, das Bogenelement der neuen Fläche ist gleich dem Bogenel., 
das man durch sphärische Abbildung der ursprünglichen Fläche auf eine Kugel vom 


Halbmesser 1: Yk erhält. 
Bezieht man andrerseits die ursprüngliche Fläche auf die Haupttangentenkurven 
u —= Const., vd = Const. als Parameterlinien, so erhält das Bogenelement die Form: 
Zdxe’=du?+25dudo + dv? 
und das Bogenelement der sphär. Abbildung auf die Kugel vom Halbmesser 1 wird 
(vgl. S. 723, wo allerdings K* durch — k zu ersetzen ist) 


ZdA?—= —k(du’ —25dudov +dv), 


kZd«e’= 


Flächen konstanter Kr. 125 


demnach ist das Bogenel. der neuen Fläche 
Zdx”—= — (du — 25 dudv+ dv?) 

und das Bogenel. der sphär. Abbildung der neuen Fläche auf eine Kugel vom Halbm. 
1 :YR wird gleich dem Bogenel. der urspr. Fläche. Man kann daher jede der beiden 
Flächen derart auf eine Kugel vom Halbmesser 1: y% abwickeln, daß sie auf dieser 
Kugel das sphärische Bild der andern liefert. Damit ist die Übereinstimmung der 
Lieschen Konstruktion mit der von Hazzidakis erwiesen. 

Aus einer reellen Fläche erhält man offenbar stets dann wieder eine reelle 
Fläche, wenn das Krümmungsmaß % positiv ist. Ist k negativ, so muß man das Bo- 
genelement der ursprünglichen Fläche in der Form 


du? + dv? — (ude— vdu)’ 
3 — k:(1— u? — v9)! 


annehmen und erhält eine reelle Integralfi. der Diffgl. 
rt 2 Bd 1 
A er 
Diese kann zwar durch eine dualist. Trf. in eine Fläche von dem Krümmungsmaß k 
übergeführt werden, nicht aber in eine reelle Fläche dieser Art. 

S. 381, 2. 14—19. Daß & von y und n von & frei ist, kommt darauf hinaus, 
daß die inf. Trf. konform sind, daß sie also las Bogenel. mit einem Faktor multi- 
plizieren. Merkwürdig ist, daß Lie nicht gleich nach den inf. Trf. fragt, die das 
Bogenel. inv. lassen; diese haben nämlich auch die Form &(z)p-+n(y)gq, wo noch 
die Diffgl. dE . dn „dw dw i 
befriedigt werden muß, das aber kann genau so ausgeführt werden wie im Text 
und wird wesentlich bequemer. 

S. 382, Z. 10f. Gl. (B) kommt ja auf eine lin. part. Diffgl. 1. O. in den 3 Ver. 
x, %, y' hinaus und man hat nach Abh. XIV, S. 202, Fall b) zu verfahren. Merk- 
würdig ist es, daß Lie die dritte inf. Trf. gar nicht berücksichtigt, denn diese liefert 
gerade in dem vorliegenden Falle auf Grund von Abh. XIV, S. 192, Theor. II ohne 
Integration zwei unabh. Lös. jener lin. part. Diffgl. 1. 0. Zur Integration der Gl. (B) 
sind daher nur die beiden Quadr. erforderlich, die zur Bestimmung von & und n 
dienen. 

S. 382, Z. 16—18. Vgl. Liouvilles Note IV „Sur le theor&eme de Gauß...“ 
in der 5. Aufl. von Monges „Application“, Paris 1850, S. 597 £. 

S. 383, Z. 2. In Wahrheit hat auch das zweite Glied rechts das Minuszeichen; 
die nachfolgenden Betrachtungen sind daher unzutreffend. Eine sehr leicht inte- 
grable Form erhält die Diffgl. der geod. Kurven, wenn man setzt: z=u-iv, y= 
w— iv und dann u als unabh. Ver. betrachtet. 

S. 383, Z. 7,6 v.u. Einen Beweis dafür gibt Lie in Abh. XXX, S. 486f., 
Nr. 20. Etwas weiter geht ein Satz, den A. V. Bäcklund bewiesen hat („Om ytor 
med konstant negativ krökning“, Lunds Univ. Arsskrift XIX, 1883, S. 16—19). Da- 
nach geht durch zwei Kurven, die denselben konst. Torsionshalbm. und die einen 
Punkt mit der Schmiegungsebene gemein haben, stets eine Fl. konst. Kr. Genau 
genommen müssen übrigens die Torsionshalbmesser der beiden Kurven entgegen- 
gesetzt gleich sein. 

S. 383—385. Man beachte, daß hier der Hauptsatz von Abh. XXIV auf einem 
ganz neuen Wege bewiesen wird. 

S. 384, Z. 10, 9 v.u., 386, Z. 7f. In der Abh.: Sopra alcune formole generali 
della teoria delle superficie, e loro applicazioni“, 1870—71. Man findet dort auf 
S. 180— 185 die Formeln für das bogenelement und das Bogenel. der sphär. Abbil- 
dung, wenn die Haupttangentenkurven Parameterlinien sind, die Bestimmung einer 


ds? 


726 Anmerkungen zu Abhandlung XXV, 8. 384—586, XXVI, 3. 387—389 


Fläche konst. Kr. aus dem betr. Bogenel. der sphär. Abbildung, den Satz S. 379, 
AU 5 RR EI SE: 

S. 385, 2.5—2 v.u. Vgl. Abh. XIII, S. 186, Z. 17—20. 

S. 386, Z.1—5. Ist x, y, 2 ein Punkt einer Fläche und sind A, B, C die 
Richtungskos. der zugehör. Flächennormale, so erhält man durch eine Dilatation 
(Paralleltransf.) eine neue Fläche: "=x +cA,y=y-+eB, #=z-+.0, wo c eine 
Konstante bezeichnet, und es wird =4A, B=B, C’=(. Sind daher g,, & ‚die 
Hauptkrümmungshalbm. der ersten Fläche, so wird für die nee gg =, —c, 0, = 
0, — c. Ist g,o, konstant =a?, so wird 1:0,’+1:o,’ konstant für a8; ist 
1:0, + 1:e, konstant = 1:a, so wird g,’e, konstant für c=a. Sind = Const., 
v= Const. die Haupttgk. (sections principales) und bringt man das Bogenel. einer 
Fläche von der konst. Kr. k auf die Form: du? +2 Fdudv-+dv?, so lautet nach 
S. 723 das Bogenel. der sphär. Abbildung: — k (du — 2 Fdudv-+- dv?) und für das 
Bogenel. der Parallelfläche findet man: 


 a—c!h) (du +dv) +2 {1 +CMF+2EV-EA-— FY}) dude. 


Auf den beiden Flächen konst. mittl. K.c=-+Y1:% sind daher u = Const., v— 
Const. die Kurven von der Länge Null. 


Zu Abhandlung XXVI, 8. 387393. 


In Nr. XXVI, S. 396 teilt Lie die wichtigsten Ergebnisse von XXVlals „ver- 
mutlich neu“ mit. Hieraus kann man jedoch nur schließen, daß XX VII geschrieben 
ist, bevor XXVI im Drucke erschien, nicht daß sie überhaupt vor XXVI geschrieben 
ist. Welche der beiden Arbeiten zuerst veröffentlicht ist, habe ich nicht feststellen 
können. 

S. 387, Z. 10—12. „Über eine Klasse auf einander abwickelbarer Flächen“, 
Crelle 59, S. 382—393, Berlin 1861. 

S. 387, 2.5—3 v.u. Vgl.Bour, Abh.I, S.79, Anm., Abh.II, 8.182f. Bour 
stützt sich auf einen Satz von Massieu: Die auf Rotationsflächen abwickelbaren 
Flächen sind dadurch charakterisiert, daß die kanonischen Diffgl. der geod. Linien 
ein Hneares homogenes Integral besitzen. Dieses Integral kann durch eine Quadr. 
gefunden werden, sobald die Kr. der Fläche nicht konstant ist. Bei einer Fläche 
konst. Kr. geht das nicht, weil es da unendlich viele wesentlich verschiedene lin. 
hom. Integrale gibt. 

S. 387, 2.3 v.u. Hat man nämlich die geod. Linien der Zentrafl. gefunden, 
so braucht man nur unter, diesen die senkr. Traj. der bekannten Kurven eg = Const. 
auszuwählen, was offenbar keine Integr. erfordert. 

S. 388, Z.7,6 v.u. Aus der Form de? + e??'@dg?, die das Bogenel. des einen 
Mantels der Zentrafl. erhält, folgt das ohne weiteres. 

8.388, 2.4, 3v.u. Es ist das Bianchis Dissertation. Im Febr. oder spätestens 
April 1880 schreibt Lie an F. Klein: „Von Bianchi habe ich eine ausgezeichnete 
Abhandlung erhalten. Sie scheint einen merkwürdigen (wenn auch naheliegenden) 
Fortschritt zu begründen. Die bei seiner sukzessiven Bestimmung von 
Flächen konstanter Krümmung erforderlichen Diffgl. 1. O. habe ich 
mwN. “ Vgl. auch Bianchis Abh. „Über die Flächen mit konstanter negativer 
Kr.“, Ann. 16, S. 577—582, 1880, wo auf S. 582 dieser Liesche Brief erwähnt wird. 

S. 389, Z. 3—7. Daß es auf oo! Weisen möglich ist, erkennt man sofort, wenn 
man beachtet, daß die geod. Linien q = Const. einen unendl. fernen Punkt ge- 
mein haben. Die senkrechten Trajektorien ge = Const. sind nebenbei bemerkt 
Lobatschefskijsche Grenzkreise auf der Fläche. 

S. 389, Z.5. Für A hätte besser a gesetzt werden sollen entsprechend $. 388, 
Z2.8vu. 
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S. 389, Z. 9. „was...ist“. In der französ. Fassung: „ce que l’on peut faire 
d’une facgon explieite*. 

S. 389, Z. 7—18. Sind x, y, z die Koord. des Punktes o, q der Fläche &, so 
werden die oo! Flächen F', für die ® eine Schale der Zentrafläche ist, durch die Gl. 
=2—(e —9,) RER ‚ dargestellt, wo o, ein Parameter ist, und die zweite Schale 
®, der Zentrafäche ist: $=x— Ax,,.... In der Tat, au Zx,?’=1, Z2,%, = 0 
folgt Zx,r,,=d E28, 0, Ex Too N also wird zr,® .—d Zr, Fuchs 
und die Richtungskos. X, Y, Z der Normalen jeder Fläche F werden einfach 
Eor Yo 2gr d. h. die Flächen F' schneiden wirklich die Tangenten der Kurven 
q= Const. auf ® senkrecht. Ferner zeigen die Ident. E, +0—e)X ra N > © 
fort, daß ® die eine Schale der Zentrafl. jeder Fl. F ist, g= Const. die eine Schar 
der Krümmungsl. dieser Fl. Zur Bestimmung der zweiten Schar von Krümmungsl. 
dieser Fl. hat man dann die Gl. 


en, + Enz) te (R,,de+2,, A)... 


zu bilden, aus denen wegen der früheren Gl. und wegen Ex,’ — e??:A und 


AZx,E ? — E94 folgt € = ge — &, — A, so daß wirklich & item —E— Any... 
die zweite Schale der Zentrafl. wird. Die Diffgl. der ssrelien Schar der Krümmungsl. 
der Fl. F lautet Zx? de + 2x, 2,41 = 0 und kann nach dem Satze von Nr. 1 
durch Quadr. integriert ‚werden. % v = Const. ihr Integral, so kann man stets eine 
solche Fkt. von v als neues v» einführen, daß das Bogenel. von ®, die verlangte 
Gestalt de’? + e??''Adv? erhält. 

Hierbei wird allerdings vorausgesetzt, daß sowohl die Glır=r— (ge — 0,)%,::--- 
als die Gl. &=x— Ax,,... Flächen darstellen. Das erste trifft immer zu; aus 


Zt =), A2Zx = BIALAHNH e,) folgt ja, daß der Ort der Punkte r,y,3 
dann fand nur dann eine Kurve ist, wenn =, =, 0, wenn also x, y, 2 lin. 


Fkt. von e sind, was mit Ix,?= e’?'4 unvereinbar ist. Soll andrerseits der Ort 


der Punkte &, n, £ eine Kurve sein, so muß wegen 7 =], Zx2 08, —=( sein: 
&, =n, =|, =(,d.h. x, — AR, = Für die Fläche ® ist dann Do, d. h. 
ei Kane q=Const. und ge = Const. sind Krümmungsl. (was in der Tat möglich 
ist). Es sind daher drei Fälle denkbar. Entweder nämlich gibt es unter den oo! 
Arten, auf die das Bogenel. von ® die angenommene Form de? + e??'?dg? erhalten 
kann, gar keine, für die die geod. Lin. g—= Const. Krümmungsl. sind, oder es gibt 
eine solche, oder alle geod. Lin. von ® sind Krümmungsl., d. h. & ist eine Kugelfl. 
vom Halbm. ; A. 

Wir sehen hieraus, daß die Bianchische Konstr. aus jeder Fläche ® von der 
konst. Kr. — 1: 4°, die keine Kugelfl. ist, oo! Fl. von derselben konst. Kr. liefert. 
Unter diesen Fl. artet entweder gar keine oder nur eine in eine Kurve aus. Da- 
gegen liefert die Konstr., angewandt auf eine Kugelfl. von Halbm. : A, keine Fläche, 
sondern lauter Kurven. 

S. 389, 2.16, 15 v.u. Vgl. die Anm. zu $. 375, Z. 7, insbesondre 8. 72—78 
von Cahier 42. 

S. 389, 2. 10—8 v. u. Bonnet zeigt a. a. O., daß jede Fläche konstanter mitt- 
lerer Kr. auf oo! derartige Flächen abgewickelt werden kann. Die hier angedeutete 
Ableitung von oo! Fl. konst. Kr. aus einer gegebenen formuliert Lie in der Selbst- 
anzeige, S. 393, einfacher. Vgl. die Anm. dazu. 

S. 390, Z. 7—13, Z. 9- 6 v. u. Man überzeugt sich davon leicht, wenn man 
beachtet, daß F= D’—=0 ist, und die bekannten Formeln 


0, VE 1 ve _ 1 NE 
——1 TU REST ERROR ee RER; e D = EJ4J, D = (64 
DV g e id . lg 2 Qu E Q 
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benutzt, wo J?= EG — F? (vgl. z.B. Scheffers, Einf. in die Theorie der Flächen, 
2. Aufl., Leipzig 1913, S. 442—445). 
S. 390, Z. 18—14 v. u. Man findet nämlich 


1 1 BE SER"; 
rot 


Es ist unklar, wie Lie dazu kommt, die partikuläre Lösung, die sich für M = 0 
ergibt, als singulär zu bezeichnen. 

S. 391, 2. 6—1v.u. Das ist der Gegenstand von Abh. XXXVII. 

S. 393, Z. 12—8 v. u. Das Bogenel. der Fläche ist dabei in der Form 
ds®+2cos0dsdo+ do? angenommen, ihr Krümmungsmaß hat den Wert — K. 
Das Bogenel. der Parallelfläche konst. mittl. Kr. wird nach 8. 726 4e'®dsdo, und 
es ist klar, daß dem Werte von 6 auf Z. 10 v. u. oo! auf einander abwickelbare 
Flächen konst. mittl. Kr. entsprechen (Z. 3—1 v. u.). Die jetzige Ableitung von 
oo! Fl. konst. Kr. aus einer gegebenen stimmt daher mit der auf $. 389 angedeu- 
teten überein. 

S. 393, Z.5,4v.u. Vgl. Abh. LXI, S. 556, 2. 3—1v.u. 


Zu Abhandlung XXVII, S. 394—397. 


S. 394, 2. 9—11. Was Lie an F. Klein geschrieben hat, ist nicht mehr vor- 
handen, dagegen liest man in einem im März 1877 geschriebenen Briefe an A. Mayer: 

„Ich beabsichtige einen dritten Teil meiner Theorie der p. Dgl. 1. O. zu 
schreiben. Derselbe soll wesentlich meine Note in Gött. Nachr. Herbst 1872 [hier 
Abh. IV] in entwickelter Form und ausgeführt darlegen. Ich betrachte nicht mehr 
die allgemeinen Gl. 1. O., sondern nur solche F\ = a, die sich derart integrieren 
lassen: Zpde=D,dFR, +9,dF,+---+9,4F,, daß dieGl.F,=a,...,F,„= 4, 
durch Elimination der p, unter Umständen mehrere Relationen zwischen den x 
geben. Ich habe-mehrere schöne Resultate erhalten. 

„Das Problem, eine oder mehrere Gleichungen, welche die betreffende Eigen- 
schaft besitzen, in einfachster Weise zu integrieren, läßt sich in erschöpfender Weise 
erledigen. Es gibt insbesondere eine Reihe Fälle, die sich ebenso einfach wie die 
lineare Gl. zwischen n Variabeln erledigen lassen. Es ist sehr merkwürdig, daß die 
Theorie der allgemeinsten p. Dgl. 2. O., die man bis jetzt (Darboux, Levy) integriert 
hat, sich auf Gl. 1. O. zurückführen läßt, und zwar auf Gl. 1. O. des oben be- 
sprochenen Charakters. Doch wird es wohl Zeit nehmen, ehe ich dazu gehe, diese 
meine Untersuchungen analytisch einzukleiden, wae mir immer beschwerlich ist.“ 

Weiter enthält der schon auf S. 714 erwähnte Brief an A. Mayer, der über- 
schrieben ist: „In den Gebirgen, 27. Juli 1877“, folgendes: 

„In der Theorie der Gleichungen f(2, &,,..., &u Pıs :::» 2) = 0 besteht der 
wichtige Satz: Haben zwei Gl. F=0, ®=0 gemeinsame Lösungen, so genügen 
dieselben zugleich der Gl. [F®]=0. 

„Es ist mir gelungen, eine höchst bemerkenswerte Ausdehnung dieses Satzes 
zu finden. 

„Seien in der Tat 2,,..., 2, unbekannte Funktionen von &,, ..., %,, die durch 


r+1Gl. 
02, ö 

(1) Plan... Ay Kyy ern Syn IE. —=(0 (=l,...,r+1) 
Im 


verbunden sind. Existieren nun Fkt. 2,,..., 2,, welche diese r + 1 Gl. befriedigen, 
alsdann gibt es immer eine Gl. 


(2) BF... Bw, 


die hins. der Diffqu. einer jeden Größe F, linear ist, welche ebenfalls von den 
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Größen 2,, ..-, 2, befriedigt wird. Diese neue Gl.!) enthält wie die vorgelegten nur 
erste Diffqu. eu . 
0x, 

„Besteht die Gl. (2) identisch, so darf man indes leider nicht schließen, daß 
die Gleich. (1) die größte Zahl gemeinsamer Lösungen besitzen. Wenn nichtsdesto- 
weniger mein Satz wichtig ist, so liegt das darin, daß jedes System p. Diffgl. be- 
liebiger O. auf Gl. der Form (1) sich reduzieren läßt. 


„Seien wiederum vorgelegt ® GI. 
Flaıy ..32,5 re Am Pin Di) = 0 (=1,...,0). 
Ich stelle die Aufgabe, zunächst eine Relation 
Flein :en, 8 en an, 0) = Gonst. 
zu finden, welche die ® Gl. F',=0 identisch befriedigt. Ich bilde die m Gl. 
= + DiZL -p—=0 (mei, 
Ich verbinde diese m Gl. mit den ® Be Ich setze voraus, daß zwischen 


diesen ©-+ m Gl. sich alle »,i wegschaffen lassen und daß hierdurch gewisse Re- 
lationen (etwa 6 solche) 


Te 


Q (2 Nase Daay Bas co sa Bra AUT a hervorgehen. 
s 19 Em! 31 ’ ı2x,' PER 


„Ist diese Voraussetzung erfüllt, so integriere man die Gl. 2, = 0, die nur 
eine unbekannte Fkt. enthalten und dabei von 1. O. sind. Ist dies geschehen, so 
findet man durch ausführbare Operationen eine vollständige Lösung von den 
Gl. F,=0. Dabei sage ich, daß r Relationen 

9, we ter A Te (0=1,...,9 


mit gewissen arbitr. Konst. C,,C,,... eine vollst. Lös. von F,=- 0 bestimmen, wenn 


1) Lie ist meines Wissens niemals wieder auf diese Gl. zurückgekommen, und 
zwar jedenfalls deshalb, weil er erkannt hat, daß seine Behauptung für n >1 nicht 
richtig ist. In der Tat, setzt man 

02, 0°2, SR 
De, Pau’ ömda, Phur 


Pe ee 0 De 2 


u 


so wird zwar 


= u IE a r . 
> fer: a as => ee ar 
m dx OPı,.u dx, OP,,u r AR, OP, u dx, OP,,u 
l..r 1... 
22 
k M,v 
frei von den p, „,, aber es ist nicht möglich, hieraus mit Hilfe einer dritten Gl. 
F=0 einen Ausdruck herzustellen, der von allen p, „frei ist. Davon überzeugt 
man sich leicht, wenn man den einfachsten Fall FR 2 betrachtet, die Ver- 


änderlichen 2, 2° und x, y nennt und die Bezeichnungen 


02 0°z 02’ Be ae BER 
dx == D, FrE fs dx u dx: Eeuts n E 


OF, OF, En 
Pr Br OP,» OPı,u OP; » OPı,u 
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die Elimination der C, zwischen den p, = 0 und ihren Differentialgleichungen keine 
weiteren Relationen zwischen den x, z und p als die F.=0 ergibt. 

„Es ist ferner möglich, das Integrationsproblem auf ein ähnliches zu reduzieren, 
so zwar, daß m um o Einheiten reduziert wird, während allerdings r größer wird. 

„Ist insbesondere m — 6<{2, so ist das zurückstehende Integrationsgeschäft 
auf gewöhnl. Diffgl. mit zwei Variabeln zurückgeführt. 

„Diese Theorie umfaßt als sehr spezielle Fälle einerseits die Cauchysche 
Integrationsmethode der Gl. 1. O., zweitens Levys Theorien in Comptes 
rendus 1872. Diese Sachen, über welche ich wohl schon früher geschrieben habe '), 
werden Sie interessieren, wenn sie einmal ausführlich dargestellt vorliegen.“ 

Die in diesem Briefe und in der vorliegenden Abh. angedeuteten Theorien 
entwickelt Lie ausführlich in der Arbeit „Zur allgemeinen Theorie der part. Diffgl. 
beliebiger O.“, Leipz. Ber. 1895, S. 53—128 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX). Dort be- 
handelt er in Kap. II auf S. 71—81 und 82—-86 die beiden Beispiele I und II ein- 
gehend und bespricht auf S. 86—89 auch den allgemeinen, hier in Nr. 3 erwähnten Fall. 

S. 394, 2. 12—8 v. u. Vgl. Darboux, Abh. I, I, II. 

S. 395, 2.2. Vgl. Levy, Abh. I. 

S. 395, 2. 17,16 v. u. Was Lie unter dem Maximumswert der Zahl q versteht, 
ist nicht ohne weiteres klar, man kann es aber erraten, wenn man eine Stelle in 
der letzten Abh. berücksichtigt, die Lie überhaupt veröffentlicht hat: „Über B.T. 
und Diffgl.“, Leipz. Ber. 1898, S. 113—180- (d. Ausg. Bd. IV, Abh. XI). Dort verweist 
er nämlich auf S. 141 in einer Anm. hinter Theorem V auf die vorliegende Abh. 
und beruft sich darauf, daß die Zahl der Gl. des betrachteten Involutionssystems 
nur um eine Einheit kleiner ist als die Zahl der darin vorkommenden Diffqu. 
Danach verhält sich die Sache so: Es sei ein System von part. Diffgl. 1. O. vorgelegt: 


(1) TAG ZURERTE A Zur encn Am Pin ern Day) = 9 (k=1,...,r), 
wo92 ;= x: Das Syst. sei nach r von den Diffqu. auflösbar und unbeschränkt 
u, i 0% 


integrabel, d. h. durch Differentiation und Elimination lasse sich aus ihm keine Gl. 
nullter OÖ. ableiten und auch keine Gl. 1. O., die nicht schon ohne Differentiation 
aus (1) folgt. Man sucht nun eine Fkt. Y von Ks er ey Er 21 > +, 2m Zu bestimmen, 
die sich vermöge (1) auf eine Konstante reduziert, und fügt zu diesem Zwecke die Gl. 


(2) Erd) 8 au d=1,...,n) 


hinzu. In Betracht kommt nur der Fall, daß die Zahl r der Diffgl. (1) so groß ist, 
daß sich die P.,; &as (1) und (2) eliminieren lassen. Der Maximumswert der Zahl 
der Diffgl., die man für Y bekommt, tritt dann ein, wenn (1) ebensoviele Gl. enthält 
wie Diffqu., wenn also r=m:n ist. 

S. 395, Z. 13—7 v. u. In der vorhin angeführten Abh. Leipz. Ber. 1895 führt 
Lie das hier Gesagte etwas näher aus. Auf S. 89 hebt er nämlich hervor, daß 
immer, wenn sich die p, i,y @US den Gl. (1) und (2) eliminieren lassen, das Syst. (1) 
auf ein unbeschränkt integrables System zurückgeführt werden kann, das weniger 
als n unabhängige Veränderliche enthält. Dieselbe Bemerkung findet sich 
schon in dem vorhin mitgeteilten Briefe an A. Mayer (Z. 3f.). 


1) Vgl. 8. 728 und den Brief vom Jahre 1876, der auf S. 691f. abgedruckt 
ist, s. auf $. 692: „Ich habe meine alte Klassifikation ...“. Hier ist auch der lange, 
auf S. 695—699 abgedruckte Brief zu erwähnen, den Lis 1876 an einen noch nicht 
ermittelten Mathematiker gerichtet hat; s. da S. 698: „Nach meiner Auffassung . 
vollständig erledigt.“ Es geht daraus hervor, daß Lie tatsächlich von diesen Dingen 
auch an andere als Klein und Mayer geschrieben hat (vgl. 8. 394, Z. 10). A.d.H. 
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8.395, 2. 3—1v.u. Bäcklund, Über Systeme part. Diffgl. 1. O., Math. Ann. XI, 
S. 412—433 (1877); Über part. Diffgl. höherer O., die intermediäre erste Integrale 
besitzen, ebd. XIII, S. 69—108 (1877); Zur Theorie der Charakteristiken der part. 
Diffgl. 2. O., ebd. XIII, S. 411—428 (1878); Zur Theorie der part. Diffgl. 2. O., ebd. 
XV, 8. 39-85 (1879). 

S. 395, Z. 6—4 v. u., 396, Z. 1—4. Vgl. S. 728. Auf diese Untersuchungen ist 
Lie erst in der vorhin erwähnten Abh., Leipz. Ber. 1898, wieder zurückgekommen. 

S. 396, Z. öf. Vgl. die erste Anm. zu Abh. XXVI, S. 7286. 

S. 396, Z. 7f. Vgl. Abh. XXVI, S. 3871. 

S. 896, 2.9f. Vgl. Selbstanz. XXVa, 8. 385, Z. 5v.u.— 386, Z. 5 und Abh. XXVI, 
S. 390. Die Summe braucht dabei nicht von Null verschieden zu sein. 

S. 396, Z. 11—14. Benutzt man auf einer Fläche von der konst. Kr. k als 
Parameterlinien eine Schar von geod. Linien d— Const. und deren senkrechte Tra- 
jektorien u = Const., so kann das Bogenel. bekanntlich die Gestalt ds? —= du? 


+@(u,v) dp? erhalten, wo YO = euV-ig 4 eruV kg. unter ®,, ®, Fkt. von v 
allein verstanden. Gehen die geod. Linien v — Const. alle durch einen Punkt, so 
gibt es einen konst. Wert u = u,, der auch unendlich sein kann, für den & bei 
beliebigem vd verschwindet, demnach ist ®,:®, konstant, und man kann vd so wählen, 
daß ®, und ®, beide konstant werden, also Vö —=aec'V-* + be"V-* Ist nun in 
irgend einem Parametersysteme u, v die Diffgl. der geod. Linien v — Const. ge- 
geben: 4= udu —Adv=0, so wird die der senkr. Traj. =(AE-+uF)du 
+(AF-+-u@)dv= 0 und das Bogenel. der Fläche läßt sich so darstellen: 


.4°+(EG— FY4: 
EM +2FIu+Gu 


Da dv=e4, du=6L sein muß, so wirdo—=1:YEA?+ 2Fiu + Gu* und 
VEG—-F?’!.o=e (ae* Y-k +be uy=R), Verbindet man damit die Integrbed. 
2 a)+ = 0 und die lin. part. Diffgl., der u genügt, so findet man die 


ds’ 


logar. Abl. von e und, wenn weder a noch b verschwindet, e"V* und e ohne In- 
tegration. Daß weder a noch b verschwindet, erkennt man daraus, daß die Gl. 
du=64' erfüllt ist; wenn das nicht der Fall ist, muß man eine der beiden Fkt. 
e, u durch eine Quadr. bestimmen und findet dann die andre ohne Integr. 

S. 396, Z. 14—16. Bianchi (vgl. Abh. XXVI, S. 388.) denkt sich eine Fläche 
® konst. Kr. gegeben und deren Bogenel. auf die Form ds? — do? + e?'’Adg* 
gebracht. Er konstruiert dann oo! Flächen F\, die ® zum ersten Mantel der Zentra- 
fläche haben und deren Hauptkrhalbm. e und e’in der Beziehung g — g’= A stehen. 
Der zweite Mantel ®, der gemeinsamen Zentrafläche aller Flächen 7" ist dann die 
neue Fläche konst. Kr. Auf den Flächen F’ ist nun qg= Const. die eine Schar von 
Krümmungslinien, man kann daher die Diffgl. der zweiten Schar aufstellen. Aber 
dieser zweiten Schar entsprechen auf ©, oo! geod. Linien durch einen unendlich 
fernen Punkt, folglich kann man den Integrabilitätsfaktor der betr. Diffgl. aufstellen. 

In Abh. XXVI, S. 389 begründet Lie dieses Ergebnis kürzer, indem er sich 
darauf stützt, daß auf den Flächen F' beide Scharen von Krümmungslinien durch 
Quadr. gefunden werden können; den Satz über die geod. Linien durch einen Punkt 
braucht er dabei nicht. Das spricht entschieden dafür, daß XXVII vor XXVI ge- 
schrieben ist. ' x 

S. 396, Z. 17—19. Spiralflächen nennt Lie die Flächen, die eine inf. Ähnlich- 
keitstrf. gestatten, d.h. eine lineare inf. Trf., bei der der Kugelkreis iny. bleibt. Schon 
Math. Ann. V, S. 204, Z. 11—16 (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 17, Schluß von Nr. 51) 
bemerkt er, daß bei ihnen die Bestimmung der geod. Linien nur die Integr. einer 
gew. Diffgl. 1. O. erfordert. Die Benennung „Spiralflächen“ hat er aber erst 1878 
benutzt (Arch. Bd. III, S. 460, Anm., d. Ausg. Bd. V, Abh. V, am Schlusse). Das 
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Bogenel. einer Spiralfl. kann die Form ds = e**"d(x — y)dxdy erhalten und, wie 
M. Levy gezeigt hat, ist jede Fl., deren Bogenel. diese Form hat, auf eine Spiralfl. 
abwickelbar (vgl. Lie, Klassif. d. Flächen usw., Kristiania 1879, S. 10, d. Ausg. 
Bd. I, Abh. XXIV, Schluß von $ 2, ferner Math. Ann. XX, S. 372, d. Ausg. Bd. II, 
Abh. IV, $ 2, Nr. 9; endlich M. Levy, Sur le developpement des surfaces dont 
l’element lineaire est exprimable par une fonction homogene, C. R. 87, S. 788—791 
(1878)). 

Von den zwei Behauptungen, die Lie hier aufstellt, leuchtet die zweite ohne 
weiteres ein: man vgl. nur die Anm. zu 8. 387, Z2.5—3 v.u. Die erste dagegen, in 
der die zweite als besonderer Fall steckt, kann ich bis jetzt noch nicht beweisen. 
Lie hat zwar gezeigt, daß es auf jeder auf eine Spiralfläche abwickelbaren Fläche 
eine konforme inf. Trf. gibt, bei der die Schar der 0? geodätischen Linien der 
Fläche invariant bleibt (s. seine beiden vorhin angeführten Abh.); daraus würde 
aber seine Behauptung nur dann folgen, wenn den oo! Krümmungslinien der ur- 
sprünglichen Fläche auf der zugehörigen Zentrafläche oo! geodätische Linien ent- 
sprächen, die bei dieser konformen inf. Trf. unter einander vertauscht würden. Das 
braucht aber keineswegs der Fall zu sein, denn jede Fläche ® kann derart als 
Zentrafläche einer andern F' aufgefaßt werden, daß der einen Schar von Krümmungs- 
linien von F' beliebige oo! geodätische Linien von © entsprechen. 


Zu Abhandlung XXVII, S. 398—-418, 


Über die Vorgeschichte der Abh. über Fl. konst. Kr. geben mehrere Briefe Auf- 
schluß, die Lie 1880 an F. Klein geschrieben hat.') Es heißt da: „Mir geht es ganz 
gut. Ich treibe Flächen konstanter Krümmung. Es geht sehr schön vorwärts, und 
es scheint mir sicher, daß ich diese Theorie, die bis jetzt ganz im Anfange ist, in- 
sofern es sich um spezielle Flächen handelt, sehr wesentlich fördern werde. Bian- 
chis Note ist mir sehr nützlich gewesen. Ich muß sehr große wenn auch einfache 
Rechnungen durchführen. Ich habe, glaube ich, den Schlüssel gefunden.“ 

Ferner: „Ich hätte längst geschrieben, wenn ich nicht so viel zu tun hätte, Ich 
kämpfe nämlich mit den Fl. konst. Kr. Es geht vorwärts. Doch kostet jeder Schritt 
abscheuliche Rechn., die bis auf weiteres unvermeidlich scheinen. Ich betrachte es 
als sicher, daß die Vereinigung von Bianchis und meinen Untersuch. die allge- 
meine Bestimmung aller Fl. konst. Kr. leistet. Mein Beweis für die Richtigkeit dieser 
Behauptung ist sehr weit fortgeführt, so weit, daß ich jedenfalls kaum zweifele. Aber 
wie gesagt, fertig ist der Beweis nicht, und es wird auch nicht leicht sein, ihn 
fertigzubringen.“ 

„Wenn dies nun wirklich gelingt, so ist das auch deswegen sehr bemerkens- 
wert, weil die Gl. rt— s’=Const. (1-+p?--q°)? sich nicht nach den bisherigen 
Integrationsmethoden (Monge, Ampere, Darboux, Levy) integrieren läßt. Ich 
hege daher weitergehende Pläne über Integrationsmethoden, die weiter als die bis- 
herigen reichen sollen. Diese Methoden sollen beruhen auf den unendlichdeutigen 
Transformationen (in Bäcklunds Sinne), die eine Gl. gestatten kann.“ 

„Dies letzte sind allerdings noch nur Spekulationen, die ich möglicherweise nicht 
durchführen kann.“ 

Ferner: „Meine herzlichste Gratulation zu Deiner Übersiedelung nach Leipzig. 
Ich verstehe gut, daß diese Änderung Dir sehr angenehm ist.“ 

„1) Ich habe nun sicher alle Flächen konst. Kr. durch sukzessive Quadraturen 
bestimmt. Auf jeder solchen Fl. kann ich die Krümmungsl., die Haupttgk. und die 
geodätischen Kurven durch Quadratur bestimmen.“ 


1) Im ganzen sind es fünf Briefe, die hier in Betracht kommen. Aus dem 
ersten habe ich schon auf S. 726 die betreffende Stelle mitgeteilt. 
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„Vermöge früherer Theorien finde ich hierdurch durch Quadraturen 2) alle 
Flächen konst. mittl. Kr. 1:R+1:R = Const. 3) alle Flächen R — R’ = Const. 
4) alle Fl. R— R’= cotg. ai nen - (3 und 4 beruht darauf, daß ich nicht allein 
alle Fl. konst. Kr. sondern zugleich ihre geod. Kurven kenne.)!) Ich finde ferner 
einige andere Flächenfamilien.“ 

„Dies ist theoretisch sehr hübsch und sogar großartig. Praktisch ist aber noch 
viel zurück. Denn die Eliminationen werden jetzt bald zu kompliziert. Diese Unter- 
suchungen haben mir schreckliche Rechnungen, die hinterher ganz überflüssig sind ?), 
gekostet.“ 

„Meine Bestrebungen gehen jetzt darauf hinaus, zu beweisen, daß die Gl. 


_A+p+) 


Const. 


s!— rt 


’ 


die alle Fl. konst. Kr. bestimmt, nicht nach den alten Methoden integrabel 
ist. Das wäre sehr schön wenn das gelänge.“ 

Endlich: „Zunächst kann ich Dir mitteilen, daß meine Frau im Anfange dieses 
Monats eine Tochter kriegte.“®) 

„Zweitens habe ich wiederum einen fundamentalen Schritt vorwärts in der 
Theorie der Fl. konst. Kr. gemacht. Ich habe nämlich definitiv bewiesen, daß die 
Gl. 2 — rt=(1+p?+g°%)°:a?, die ich durch sukzessive Quadraturen integriert 
habe, sich nicht nach den bisherigen Integrationstheorien von Monge, Ampere, 
Darboux und Levy integrieren läßt. Es ist durch sehr schöne analytische Hilfs- 
mittel, daß ich diese anscheinend kolossal schwierige Untersuchung durchgeführt 
habe.*) Ich werde überhaupt fortfahren, diese merkwürdige partielle Diffgl. ein- 
gehend zu diskutieren. Diese meine Untersuchungen verdienen ganz sicher, nicht 
unberücksichtigt zu bleiben. Im Herbstsemester hoffe ich Dir eine große Theorie 
der Fl. konst. Kr. zu den Math. Ann. schicken zu können.“ °) 

Hierzu füge ich noch zwei Stellen aus einem Briefe vom 17. 12. 1881: „Ich 
habe eben einen interessanten Brief von Ribaucour, der eben eine große Arbeit 
über Minimalfl. publiziert. Wie es scheint, ist meine Arbeit über Minimalfl. dem 
großen Publikum leichter zugänglich als‘ meine älteren Arbeiten. Ribaucour 
schickt Dir einen freundlichen Gruß durch mich. Er ist Ingenieur und hat wenig 
Zeit zu der Mathematik, in der er nichtsdestoweniger sehr originelle Sachen produ- 
ziert hat. Unter anderm hat er längst den Satz von Bianchi über Fl. konst. Kr., 
der mir so nützlich gewesen ist, in den Comptes Rendus publiziert®), ohne indeß, 
wie ich glaube, auf seiner Tragweite zu insistieren.“ 


1) Man beachte, daß die zu den Flächen 3) und 4) gehörigen Zentraflächen 
konstante Kr. haben. A. d. H. 

-2) Gemeint sind damit die Rechnungen, die in der vorliegenden Abh. zum 
Teil wiedergegeben sind, die aber durch die Betrachtungen in Abh. XXX überflüssig 
werden. A.d. H. 

3) Es war das die zweite Tochter Dagny, geb. 5. 7. 1880, jetzt die Frau des 
Pharmakologen Professor Straub in Freiburg i. B. 

4) Lie hat sie dargestellt in Abh. XXXI, S. 447 ff. 

5) Auch dieser Plan ist unausgeführt geblieben. 

6) „Sur la deformation des surfaces“, C. R. 70, S. 330—333 (1870), s. insbe- 
sondere S. 331, 2. 3 v. u.—332, Z. 3. Der Satz erscheint dort in der folgenden Ge- 
stalt: Hat man eine Fl. von der konst. Kr. — 1:a* und beschreibt man um jeden 
ihrer Punkte in der zugehörigen Tangentialebene einen Kreis von konstantem Halbm., 
so werden diese Kreise von oo! Fl. orthogonal geschnitten, und zwar haben diese 
oo! Fl. wieder die konst. Kr. — 1: a? und gehören einem dreifachen Orthogonal- 
systeme an. Auffallend ist es, daß Ribaucour sagt, der Halbmesser der Kreise sei gleich 
der Krümmung der Ausgangsfläche, während er doch gleich a gewählt werden muß. 
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„Sobald wie möglich werde ich wieder ernstlich die Flächen konst. Kr. an- 
greifen. Ich schmeichle mir mit, daß ich ihre Theorie wesentlich gefördert habe, wenn 
[auch] noch viel da zu machen ist, ehe die Theorie einigermaßen befriedigend wird,“ 

Vgl. auch Leipz. Ber. 1892, S. 573 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XII, Schluß von Teil II). 

S. 401, Gl. (56). D hier in anderer Bedeutung als in (3) und (4). 

S. 401, 2.7 v. u. — 402, 2.3. Man findet zunächst: 

R=aq @«—2)—-9m Yy—Yı)) 
S=1+P+ PP —2n)y—yıtaw—2)- a —a +pr@—2))}, 
ersetzt man hier p,, q, durch ihre aus (1) folgenden Werte (vgl. 8. 407, Z.4,3 v. u.) 
und dividiert durch «a*, so erhält man die auf S. 402, Z. 3 angegebenen Ausdrücke. 

S. 402, Z. 12f. Behält man die Bezeichnungen von S. 727 bei, so findet man 
für die aus ® abgeleitete Fläche konst. Kr. ®, die Gl. 25,20,=0,25 9%, = 9 die 
Tangentialebene von ®, in dem Punkte g, qg hat daher die Gl. 2( — 5x, 
= 2( — 2), =0, d.h. sie steht auf der Tgeb. von ® in dem Punkte g,g senk- 
recht und geht. ebenso wie diese durch die Verbindungsgerade der beiden Punkte 
%, y, 2 und &, n, $, die von einander den Abstand A (jetzt = a) haben. Bedenkt 
man nun, daß es auf der Fläche von der konst. Kr. — 1: A? gerade oo! Koordi- 
natensysteme gibt, für die das Bogenel. die Form $S. 389, Z. 5 erhält (vgl. S. 726), und 
daß jede geod. Linie der Fläche zwei verschiedenen Büscheln von parallelen geod. 
Linien angehört, so erkennt man, daß auf den oo! Fl. konst. Kr., die von der Bi- 
anchischen Konstr. geliefert werden, jedem Punkte &, y, z der urspr. Fläche, der 
die Tgeb. 3— 2 — pe a —-ay—y)=0 hat, die oo! Punkte x, %,, 2, ent- 
sprechen, die den beiden ersten der Gl. (1), S. 399 genügen, und daß in jedem 
solchen Punkte &,, %,, 2, die Tgeb. 3 — 2, — 2, E —- 2) — 4 (W—y,)=0 der neuen 
Fläche durch die beiden letzten Gl. (1) bestimmt wird. 

S. 402, Z.4—2 v. u. Vgl. A. V. Bäcklund, „Über Flächentransformationen“, 
Ann. IX, $. 297—320 (1876). „Über part. Diffgl. höh. O., die intermed. 1. Integrale 
besitzen“, I. Abh., ebd. Bd. XI, S. 199—241 (1877), II. Abh., Bd. XIII, S. 69—108 
(1877), endlich die damals noch nicht erschienenen: „Zur Theorie der part. Diffgl. 
1. 0.“ Ebd. Bd. XVII, S. 285—328 (1881), „Zur Theorie der Flächentransformationen“ 
Bd. XIX, 8. 387—422 (1882). In der letzten behandelt Bäcklund auf S. 418—420 
insbesondere die Bianchi-Liesche Transformation der Flächen konst. Kr. 

S. 405, 2.4—10. Genau genommen, müßte in (10) gesetzt werden: J=1-+p?, 
in (11) dagegen: J=1-+g4°*. 

S.405, 2.15—20. Es handelt sich um die Bestimmung aller Gleichungssysteme 
in &, 9%, 2, P, q, die bei den drei angegebenen inf. Trf. inv. bleiben. Die dazu 
dienenden Regeln betrachtete T,ie als selbstverständlich; erst in Bd. I der Th. d. Trfgr., 
Leipz. 1888 hat er sie in Kap. 7, 8. 107—136 eingehend entwickelt und begründet. 

S. 406, Z. 14—16. Auf diese Frage ist Lie auch später nicht eingegangen. 


io? — 0° 
S. 408, 2.10 v.u. Es wird: P, = — — = ——- 
! nr a v3 0 ayyd 
S. 411, Z. 12—16. In der Tat ist: 


U=(1+gHr—2pgqs+1+p9N)?— 4rt— s’)o, 
also » U die Diskriminante der quadr. Gl. für die Hauptkrümmungshalbm. Die 
Mongesche Diffgl. U= 0 erwähnt Lie zum ersten Male 1872, Ann. V, S. 214 Anm. 
(d. Ausg. Bd. II, Abh. I, Nr. 59). 
S. 413, 2.7. Es wird: 


dR s+gt R 
a 7% beenden a Br re a ur) 

AR 2ps t 8 
BD | tra, pen En m, 

dR t s+ 2gt 
2, Ge +04 -pa-0n-% m PIE Rn, 
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die Ausdrücke für die C, und D, ergeben sich in bekannter Weise durch Vertau- 
schung von x mit y. 


S. 415, Z. 7—5 v.u. Es genügt, wenn das für irgend eine der oo! Fl. konst. 
Kr. bewiesen wird, die aus der gegebenen durch die Bianchische Trf. hervor- 
gehen. Zu diesem Zwecke denken wir uns wie früher (vgl. S. 389. u. 727; für das 
damalige A schreiben wir jetzt a) das Bogenel. der gegeb. Fl. konst. Kr. auf die 
Form Zdx!—= de!-+ e??'“dg* gebracht; dann ist: E— 1, F=0, G=e??:* und 
EG — F?=e!'“, mithin): 


30: ‚—%o: 1 : 
— D!e ıe“ Ex? — D%e Ne ea g:« 
S 


’ 


Ted  „—2o:a AR ‚ » —2o:a 
28,0% = DD'e ; ER ggg DER EEE Aug 


Das Bogenel. der neuen Fläche: &=x—ax,, ... wird daher: 
Zd=-(1+ aa, )de’+ 2a’2x,, %,g 80 dq+(G — a, ta? Zxoı) dg® 
= (1+a!e7?%'° Dy de? +2a? DD e ??'*dodgq+ are” ??:* Drag!, 


mithin, wenn man die Gl. DD’— D:’—= — - e'9:* benutzt: 


za5:= de! + eg? + ate”?®'® D(Dag:+2D’ägdäg+D’ägt). 


Andrerseits sind nach S. 734 die Richtungskos. der Normalen “er neuen Fl. prop. 
%y Yg 24 also verhalten sich die Fundamentalgr. 2. O. dieser Fläche wie: 


ET a8: AR): :Z(@,, — ang) 
das heißt wie: 
ar, „X iz el Lara, :a&%,,%,, =D’ D: D’D’: D'D”. 


Aus diesen Formeln folgen Lies Behauptungen unmittelbar. Eine Ausnahme 
bildet allerdings der Fall D’—= 0, wo nach $. 727 der Ort der Punkte £&, n, & keine 
Fläche ist, sondern bloß eine Kurve. Diese Kurve ist, nebenbei bemerkt, immer eine 
Gerade und, wenn überdies 1-+ a?e”??'* D*— 0 ist, eine Minimalgerade. In diesem 
besondern Falle ist D” == e?®'* D, die Krümmungslinien der geg. Fl. werden also 
unbestimmt, d. h. die Fläche ist eine Kugelfl. mit dem Halbm. ia. 

Der innere Grund hierfür liegt darin, daß die Geraden die eiuzigen Kurven 
sind, die der Diffgl. der Fl. konst. Kr. genügen. Das Gaußische Krümmungsmaß 
wird nämlich für jede krumme Kurve unendlich groß und nur für die Geraden wird 
es unbestimmt (vgl. Engel, Die höheren Differentialquotienten Leipz. Ber. 1893, 
8. 469—471). 

S. 415, Z2.4—2 v.u. Das wird in Abh. XXX, S. 421—426 bewiesen. Aus den 
dortigen Entwickelungen folgt dann zugleich auf neue Weise, daß bei der Bianchi- 
schen Trf. die Haupttgk. einer Fläche konst. Kr. in die Haupttgk. der transformierten 
Flächen übergehen. 

S. 417, Z. 10. „Analytisch-geometrische Entwicklungen V“, Gött. Nachr. Nr. 11 
vom 24. 6. 1868, $. 258— 277. 


1) Vgl. z. B. Scheffers, Einf. i. d. Th. d. Flächen, 2. Aufl., Leipz. 1913, S. 562. 
Bei Scheffers it L=D: PART F?, M=D’:yEG—F°,... und D= 
VEG-— F* 
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Zu Abhandlung XXIX, S. 419f. 


S. 419, Z. 14—12 v.u. Vgl. Abh. XXVIII. 

S. 420, Z. 1—3. Vgl. Abh. XXVT, S. 388f. 

S. 420, Z. 4—7T. Das wird in Abh. XXX, S. 436—442 bewiesen. 

8. 420, 2. 8-10. Vgl. jedoch den Nachtrag zu Abh. XXX, 8. 443f. und die 
Selbstanzeigen S. 445f. 

S. 420, Z. 11—14. Vgl. Abh. XXXII, S. 478 Anm., XXXVIII, S. 537. Nach 
dem Joachimsthalschen Satze (Crelle Bd. 30, S. 347, 1846) ist nämlich die Schnitt- 
kurve einer Fläche F' und einer Kugelfläche (Ebene) dann und nur dann eine 
Krümmungslinie von F, wenn der Winkel, unter dem F’ von der Kugelfläche (Ebene) 
geschnitten wird, längs der Schnittkurve konstant ist. Hieraus folgt, daß eine 
Krümmungslinie einer Fläche dann und nur dann sphärisch (eben) ist, wenn die zu 
ihren Punkten gehörigen Hauptkugeln die Kugel (Ebene), auf der die Krümmungs- 
linie liegt, unter konstantem Winkel schneiden, wenn also diese Hauptkugeln einem 
linearen Kugelkomplexe angehören. Bei der Lieschen B.T., die die Kugelflächen 
in die Geraden verwandelt, gehen daher die oo! Hauptkugeln längs jeder sphäri- 
schen oder ebenen Krümmungslinie einer Fläche F’ in 00! Gerade eines lin. Linien- 
komplexes über und der Streifen, den die oO! Flächenelemente von F' längs der 
Krümmungslinie bilden, geht über in einen Streifen, dessen Punktort eine diesem 
lin. Linienkomplexe angehörige Haupttgk. der transformierten Fläche ist (vgl. Ann. V, 
S. 173, 177, d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 10, Nr. 30 und $ 12, Nr. 33; vgl. auch hier 
Abh. XXXVII, S. 542, Z. 12—6 v. u.) 


Zu Abhandlung XXX, S. 421-446. 


S. 421, 2.12. Abh. XXVIII. 

S. 421, 2. 12—9 v. u. Vgl. die Anm. zu S. 420, Z. 8—10. 

S. 422, 2.17—22. Die Rechnungen S$. 422—429, die zu diesem Beweise dienen, 
vereinfachen sich ungemein, wenn man das die Kurve begleitende Dreikant benutzt. 

Es seien die Koord. x, y, z eines Punktes der Kurve C als Fkt. der Bogen- 
länge s gegeben und «, ß, y, I, m, n, A, u, v seien die Richtungskos. von Tangente, 
Hauptnormale und Binormale, endlich oe der Krümmungs- und r der Torsionshalbm. 
Jeder Punkt x, y, z von C bestimmt dann mit seiner Schmiegungsebene ein Flä- 
chenel., dem die Gl. (2) oo! Flächenel. zuordnen, deren Punkte die Koord. 


%, =r-+alecos#®-+1sin®)... 
und deren Ebenen die Richtungskos.: 
X, =:(—esin®-+1lcos®),... @=+1)) 


besitzen, unter % einen Parameter verstanden. Dem durch C’ und die zugehörigen 

Schmiegungsebenen bestimmten Elementstreifen sind daher oo? Flächenel. zugeordnet. 

Diese erhält man in oo! Elementstreifen zerlegt, wenn man # so als Fkt. von s be- 

stimmt, daß 2X, x,’=0 wird, wo der Akzent die Abl. nach s bedeutet; und zwar 

erhält man auf Grund der bekannten Frenet-Serretschen Formeln für # die Diffgl.: 
da sind 1 


ds a E 


Soll nun jeder der oo! neuen Elementstr. aus einer der 00! Kurven x, Y,, 2, mit 
ihren Schmiegungseb. bestehen, so muß &X, x,” = 0 werden, was durch IX, x, = 0 
ersetzt werden kann und die Bed. r’—=.a«? liefert. Daraus aber folgt für die Bo- 
genl. der Kurven &,, y,, 2, die Gl. ss ”=1, so daß man s,’=1 und s, =s anneh- 
ınen kann. 
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Der gegebenen Kurve C entsprechen nunmehr 0! Kurven &,, %,, 2,, für die 
die Richtungskos. von Binormale und Tangente die Werte: 
4, =s:(—esin®—+Llcos®),... 


.=% =«c0s?#+1sin® 9 — 1 sin®, der 


haben, so daß 
,=un—rBß -—e(« — sin # cos +1 sin?# +2008). 
de, dh, 2 
=o, ——— —=r —— erhäl : 
Aus), =g,- ep 2 Wr ält man daher 
1 2sin® 
u=t, al -—)--:#, m =a), 
mithin, wenn man e=—a:r wählt 
N EN A I 1 2sin® - 1 
ee 7.0 E a e 
Überdies kommt: . 


e—ı e— x ; 
DA, — 008, > !,=—sin$; 
a a 


bezeichnet man daher den Winkel, den die Tangente der transf. Kurve mit der Ge- 
raden von &,, Y,, 2, nach x, y, 2 bildet, mit 9,, so ist: 


z=2, tale, cd, +lsin®) und d =#+m. 

Der Winkel, den Lie auf S. 426 mit » ee ae ist gleich x + # (vgl. die 
Formeln (15), (17), (18) auf S. 426, 428f.). 

Man vgl. übrigens: O. Roelcke, Über die Bäcklundsche Transformation der 
Flächen konstanter Krümmung, Diss. Greifswald 1907, 41 S., und: G. Schollmeyer, 
Über unendlich kleine Transformationen der liurven konstanter Torsion und der 
Flächen konstanter Krümmung, Diss. Gießen 1914, 83 8. 

S. 422, 2. 7—3 v.u. Zu den ul. (4) füge man noch hinzu: 


‚_ a4 a’p, 
$-+pi= N, ’ n+4 N, 3. Bm N? Er a? 


8.422, 2. 1 v.u. BeiLieitr=— rt; vgl. 8. 423, 2.2, 1v.u. 

S. 424, 2. 4—13. Genau ebenso verhält sich alles auch fürr = — u. 

S. 424, Z. 2, 1 v.u. Dagegen folgt hieraus allerdings noch nicht, daß die 
Flächen konst. Kr. die einzigen Fl. sind, für die die Trf. einen Sinn hat (Abh. 
XXVII, S. 402, Satz). 

S. 425, 2. 17f. Man beachte die nachher angegebenen Gl. (14). 

S. 432, 2. 7f. Aus den nachher abgeleiteten Formeln (25) und aus den Wer- 
ten von fy, Pn, %, fürn=1, 2, 3 ergibt sich sogar, daß f, nur von den Ableit. 
bis zur (n — 3)-ten O. abhängt, 9, uur von den bis zur (n — 2)-ten und %, von den 
bis zur (n — 1)-ten. 

S 434, 2. 5—1 v.u. Es wäre zweckmäßiger (BA)= 4'f und allgemein 
(B4* )= rt & zu setzen, so daß Af= Ar wird. Damit stimmt auch die von Lie 


gewählte Bezeichnung für die Koeff. von B* f. Schreibt man 4A*f für B*f, so gilt 
die Gl. S. 436, Z. 8 auch für g=0. 

S. 436, Z. 20--22. Bewiesen ist nur, daß der Inbegriff der abgeleiteten Kurven 
konst. Torsion keine andre Diffgl. befriedigt als die, die aussagt, daß die Torsion 
konstant ist, 

S. 436, Z. 13—7 v. u. Beide Scharen von Haupttgk. sollen also Kurven mit 
Bogenlänge sein, die Serretschen imag. Regelfl. konst. Kr. und die Kugelfl. sind 
daher ausgeschlossen. Vgl. S. 442, Z. 3—1 v.u. 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 47 
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S. 436, Z. 7—3 v. u. Man erinnere sich nur der Diffgl. der Haupttgk.: de — 
pdx+gdy, rdx*+2sdedy+tidy?=0. Die Ausdrücke für v, V werden übri- 
gens von &, y, 2 frei. 

S. 436, 2.3 v.u. — 437, 2.1. Da ® eine Fkt. von p, q, r, s, t ist, so kann 
man mit Hilfe von (27) zunächst s und i durch p, q, r, ® ausdrücken. Differenti- 
iert man (27) und die Gl. für © nach x, y, so erhält man die Ableitungen 3. O. 
von 2 durch p, q, r, @, ®,, 9, ausgedrückt. Sind nun 5, $ die Bogenlängen und 

‚.R die Krümmungsh. der Kurven c, C, so kann man (vgl. Abh. XXIV, 8. 368f.) x 
a y als Fkt. von $, S$ betrachten, und die Ableit. von x, y nach 5, S und eben- 
so die von 8, S nach x, y werden Fkt. von P, 9, r, 5 1t. Auäresaitg ist (vgl. Abh. 
XXXI, 8.448f) © =1:r, u 1:R,wor=a:v, R=a:V, mithin kann man 
die Ableit. 3. O. von z durch p, q, r, ©, v, V ausdrücken und erhält dann auch die 
behaupteten Formeln für die Ableit. höherer O. 

S. 437, Z. 1—6. Hierdurch wird der auf 8. 383, Z. 7, 6 v. u. aufgestellte Satz 
bewiesen. 

S. 437, Z. 7—14. Vermöge (27) sind ja bereits für jeucs m >2 genau m— 1 
von dei m + 1 Ableit. m-ter O. von z durch die beiden übrigen ausdrückbar. 

S. 437, Z. 14—12 v. u. Diese eine Diffgl. müßte überdies so beschaffen sein, 
daß für keinen Wert von m alle Ableit. (m + 1)-ter und höherer O. von z durch die 
Ableit. m-ter und niederer O. ausdrückbar sind. 

S. 437, Z.8, 7 v. u. Am bequemsten sieht man das ein, wenn man sich die 
Differentiationen nach den Bogenlängen 3, $ ausgeführt denkt. 

S. 438, Z. 12f., 2. 4—2 v. u. ©, und. wären nämlich dieselben Fkt. der Bo- 
genlängen 5, S; andrerseits ist eine Fläche konst. Kr. bis auf ihre Lage im Raume 
bestimmt, wenn der Winkel @ als Fkt. der Bogenlängen gegeben ist. 

S. 438, 2. 12—5 v.u. Vgl. 8.425. 

S. 439, Z.1—7. Wegen ZE?—=a? wird: 

aZzdedX=22$dx ZEdX, —a?Zda, dX, 
mithin, da Zda? = Zdın,?, ZdaX’—= 2dX,’: 
c®—=2cosv:.cos N — cos ®, 
oder co, =coa(v-+ N). 
S. 440, Z. 15—9 v. u. Vollständig lautet C(f) so: 


ee Such (4+k) 7 "Sr ern) 


wo x, im Sinne von 8.435 i.B.aufv, v',... N von der Ordn. k ist, wäh- 
rend X, i.B. auf Y, V’,... höchstens die Ordn. 5 hat; dabei hat X, Koeff., die 


Fkt. von ® sind und X, ist #0. Da 9,, %,„ die Ordn. n haben und, = —1, 
9, =0, %,=0, yy=—v ist, so hat man in: 
“ df 


af 
PN ER En +sin9 +09. V - Zyrt 
eine inf. Trf. von der Fi C(f), die dem Werte g= 0 entspricht. Da ferner f, die 


Ordn. n— 1 hat und f, = 0 ist, so wird 
1..m-g-1 


af 
@C)=0(f) -Ie kw@a+1+M + 2, — ; 


wo @, und 7 höchstens die O. k und j haben und wo ni Glieder höchster O. von 2, 
aus den Gbedem höchster O. von X, durch Diff. nach @ entstehen. Die Gl. S. 441, 
Z. 14 ist davon ein besonderer Fall. "Bonchtet man noch, daß 9, nur von v, d,..., 
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ur) abhängt und daß dasselbe in der Formel: vw, = — vr» + :.- von den weg- 
gelassenen Gliedern Ei so erkennt man, daß: 


0...m-g—1 


9 
I af 
. 1 
eo. 57 hr dv Ber +2 A, ZyarıH 


nn dv Gern +Dx ” ern > 


WO X, %, höchstens von der O. k und X,', X,” höchstens von der O. j sind und 
wo X,', X,” die 8. 441, Z. 2, 3 angegebenen Werte besitzen. 

Das in Nr. 25 angegebene Verfahren gestaltet sich daher so: Man setzt zu- 
nächst C(f)=P(f) und bildet (wß)=P,(f), dann ist (Bß,)= C’(f) eine inf. Trf. 
C(f), die dem Falle g=1 entspricht. Man bildet („C’)= C,‘(f), dann ist einer 
der beiden Ausdrücke (ßC’), (ßC,') eine inf. Trf. C(f), die dem Falle g—=2 ent- 
spricht. Bezeichnet man diese mit C”(f) und setzt man (wC”)= (,”(f), so hat 
man (ßC”) und (ßC,”) zu bilden, und so fort. 

S. 441, Z. 9, 12. Selbstverständlich sind A”, 4 nicht Null. 

S. 441, Z. 15f. Das sind solche inf. Trf., die gleich Null gesetzt unabh. Gl. 
liefern, ebenso wie in Abh. XVII, S. 271, Z.5,4 v.u. Später hat Lie den Aus- 
druck „unabh. inf. Trf.“ in anderm Sinne gebraucht. (Vgl. Th. d. Trfsgr. Bd. I, S. 61, 
Leipz. 1888.) 

S. 441, 2.5—3 v.u. Die Unabh. folgt daraus, daß man für jedes g=0,1..., m 


zwei Gl. hat, die nach er $ a aufgelöst sind und die sonst nur die Ableit. 
av®' av 
df df 


avitH’ qyat+s 

8. 442, Z2.9—6 v. u. Das Bogenelement der Zentrafläche wird ja (vgl. Abh. 
XXVI, 8. 387, Gl. (b)): d4S?—= do? + e’?'dg*, ihr Krümmungsmaß also konstant. 

S. 442, 2.5,4v.u.— 443, Z.1. Nämlich jede Schar von oo! geodätischen 

Linien durch einen unendlich fernen Punkt liefert oo! solche Integralflächen, die 

die gegebene Fl. konst. Kr. zur Zentrafläche haben. h 
R-+ 


S. 443, Z. 8—13. Die Gl. muß entweder durch R— R = Acothyp ——. — 


enthalten. 


oder durch R’-- R= A cot = ersetzt werden Die zweite Form zeigt nach a 


Weingartenschen Satze (vgl. S. 387), daß der erste Mantel der zugehörigen Zen- 
trafl. ein Bogenel. von der Form: dR?-+ cos? nn ur v? und also die konst. Kr. 


1: A? hat. Auf dieser Centrafl. sind die Kurven » = Const. geod. Linien, die alle 
durch einen im Endlichen liegenden Punkt der Fl. gehen. Hat man das Bogenel. 
einer Fl. konst. Kr. auf diese Form gebracht, so kann man offenbar ohne Integr. 
oo! Fl. finden, für die diese Fl. konst. Kr. der eine Mantel der Zentrafl. ist und 
für die zwischen R und R’ jene Relation besteht. Vgl. Beltrami, Ricerche di 
Analisi applicata alla Geometria. Giornale di Matematiche Bd. II, III (1864, 65) 
(Opere matematiche Bd. I, 1902) und Bianchi, Math. Ann. Bd. XVI, S. 579. 

S. 443, Z. 14—17. 8. Crelle 59, 8. 391f. Für jede Fläche von der konst. 
Kr. — 1: a? bekommt nämlich das Bogenelement der Zentrafläche die Form 
de? -+(e*+ a?’)dv?; die Zentrafliche ist daher auf das Katenoid, die Rotationsfläche 
der Kettenlinie, abwickelbar. 

S. 443, Z. 18f. Lie denkt jedenfalls an Differentialgl., die in der Linien- 
geometrie auftreten, aber es läßt sich wohl nicht mehr feststellen, was er im Auge 
gehabt hat. 
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S. 444, 2. 1—12. Diese Betrachtungen sind nicht einwandfrei, denn die Gl. 
(11a) auf S. 407 zeigen, daß sich ge für die El., die der Gi. 14+p?+g?=0 genü- 
gen, möglicherweise nicht mehr regulär verhält. Lie hat das bald darauf bemerkt 
(vgl. Abh. XXXIII, 8. 478, 8.5, 4 v. u.). Später (Abh. XXXVII, S. 541, vgl. 547; 
XXXIX, 8. 549, Nr. VI; XL, 8. 554f.) ist er noch mehrmals auf die Frage zurück- 
gekommen. 


Zu Abhandlung XXXI, S. 447—465. 


S. 447, Z. 16—17. Vgl. Darboux, Abh. I, I, I. 

S. 447, 2.6—3 v. u. Veröffentlicht hat Lie bloß seine Erledigung des Falles 
s—= F(z), s. Abh. XXXII, S. 469— 474. 

8. 449, Z.11 v.u. Das Krümmungsmaß ist = — K. 

S. 451, 2.8, 7” v. u. Bour, Abh. II, Clebsch, Abh. IV. 

S. 453, 2.9. Es ist B,(F) = 
z- Achse Endet > 

S. 454, 2.19—13v.u. Vgl. Abh. 
XXX, 8. 436, 2.7 v.u. — 437, 2. 1. 

S. 455, Z. 12—21. Zur Veran- 
schaulichung dienen die beistehenden 


Figuren. 
y - Achse‘ S. 455, 2. iı Yu, [A 
Plücker, System = 
der Geometrie des 
Fig.6 Raumes 1846, S. 30, | - (% 
“> Nr. 37. Fig. 7. 


8.459, 2.9 v.u.— 460, Z.13. Um das Verständnis zu erleichtern, setzen wir noch: 


AUF) = — cos (ß — ®) —., sin ( — ©) d 


Fr Total er ar 


sind 
KmM- sinß-— ee em IT + ootioon d— 8) Gr 

und AB)—-B(F), AB)=B(F),.... 

Dann wird 8, (M)= Gr 8 = —- BP, Bd PF=-—ÜV(F)..., 

also BMI B RM 1BR); 

aus A(F)= A(F) + LU(F), B(F)— B(F) + L%(F) 


dF 
: 2 —172 
ergibt sich daher B,,_,()=B,,_, + MT!" — ap‘ 


B,, M=B, (FH LH SLN. 


S. 461, 2. 12f. Vgl. Abh. XXV, 8. 375f. 
S. 463, 2.1 — 464, 2. 3. Indem wir die eben benutzte Schreibweise wieder 
anwenden, setzen wir: Er 
A(F\—= A(F)+ LWA(F)— aLXW(F) 
B(F)=B(F)+ L&(F)\—aL®%(F), 
dann ist (A®)—= 0 und es wird: 
.‚daF 


R ee 
+ sin a Eee FF 


= . .dF 
(AB) = c08 A sini pe 


BAU— — (AB). 
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Setzen wir (A B) = B, (F), so kommt: 
ABL)=-- UN,  W=L(F), 
demnach wird (AB)=B,(P)+ L’B, (F)— 2aL’®, (F)=B,(F), 
(AB,)— B,(F)— L’®(F) +3a L’B(F)=B,(F) 
und allgemein: 
B.,-ı M=B,,_,(P)+- MTILPB(F) +1)? 2ga1??B,(F) 
B,,(F)=B, (F) + DLR) + 1? "129g +1)aL*?+!Y(F), 


S. 465, Z. 9—11. Levy, Abh. 1. 

S. 465, Z. 6—1 v. u. Welcher Art diese liniengeom. Betrachtungen sind, ver- 
mag ich nicht anzugeben. Soll aber (14) ein Zwischenintegral von der Form 
F(x, y, 2, 2, q, A)=B haben, so müssen die beiden Gl. 

F,r»rF,+ + sF, =, A per ıF,+iF = 0 
für jeden Wert von A die Gl. (14) nach sich ziehen, eine Forderung, die auf die 


beiden Gl.: F(F,+ gF)+F,(F,+Pp F)=0, 


: 1 2 212 
F+rF) (ter) nr =o 
hinauskommt. Man findet hieraus für F die beiden lin. part. Diffgl.: 
2 2 
a p 


2 


i+9rg — 
r,tr#, = F=0 F,+aF,+ 


wo entweder das obere oder das untere Vorzeichen gilt; man überzeugt sich aber 
leicht, daß diese Gl. keine gemeinsame Lösung besitzen. 


Zu Abhandlung XXXL, S. 467f. 


Die Andeutungen von Nr. 1 u. 2 sind ausgeführt in Abh. XXXV, S. 492—523, 
die von Nr. 3 in Abh. XXXV]I, S. 527—529. 

S. 468, Z. 7-10. Jede gew. Diffgl. 2. O. gestattet nämlich eine unendliche 
Gruppe von B.T. 


Zu Abhandlung XXXIII, S. 469-479. 


S. 469, Z. 10f. In der IV. Note zu Monge IV gibt Liouville auf S. 597 das 
allgemeine Integral dieser Diffgl. an, allerdings ohne den Weg mitzuteilen, auf dem 


er dazu gelangt ist. 
S. 469, Z. 14, 13 v. u. Levy, Abh. Il. 
m 


m 
r, df df ı df 
: ER >’ () EIERN Zu >) id ne ER 
S. 472, Z.1v.u. Es ist: B, (f) ß\; Ti m ß,,; a6 


dag”) En 
Ö 
8. 473, Z.10 v. u. In B,(fJ= B(f) kommt allerdings außer den auf Z. 8 an- 
gegebenen Gliedern noch eines mit & vor, dieses aber liefert zu A(B,(f)) — 


B,(A(f)) keinen Beitrag. 
S. 474, Z. 12—16. Hier besitzt die Gl. N(f) = 0, 8. 472 für m = 1 außer der 


Lösung y noch diese: ’— $ kq?, es iet also 


ein Integral 2. O. der Liouvilleschen Diffgl. und aus diesem kann die allgemeine 
Lösung leicht hergeleitet werden. 
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8. 474, 2.5—2 v.u. Hier sind die v, v Fkt. von x, y, 2, p, q. Vgl. Abh. XIX, 
S. 287 ff. 

S. 475, Z.4—7. Vgl. Abh. IX, S. 103. 

S. 477, 2.6 v.u. — 478, 2.6. Vgl. die Selbstanzeige von:Abh. XXVI, $. 393 
und Abh. XLI, S. 556. Dieselbe Konstr. von oO! Flächen konst. Kr. aus einer gege- 
benen ist schon in Abh. XXVI, S. 389 angedeutet. 

8.478, Z.11. Damit ist jedenfalls die von Lie verwertete Bianchische Trans- 
formation der Fl. konst. Kr. gemeint Abh. XXVI, S. 388f., Abh. XXVII, S. 396. 

S. 478, 2. 8—5 v.u. Vgl. Abh. XL, S. 554f. 

8. 478, 2.5,4 v.u. Vgl. die Anm. zu S. 444, Z. 1—12, 8. 740. 

S. 478, 2.3—1 v.u. Vgl. Abh. XXII, 8. 356, Z. 19—14 v.u., XXIX, 8. 420, 
XXXVII, S. 537—541. 

S. 479. Moutard, Recherches sur les &quations aux derivees partielles du 
second ordre & deux variables ind&pendantes, C.R. 70, 834—838 (1870), vgl. auch 
den Rapport von Bertrand ebd. S. 1068—1070. 

S. 479, Z. 3—1 v.u. Vgl. Abh. XXVI, S. 389 und die Anm. 8. 727, 2.7 v. u., 
8. 728, 2.8. 


Zu Abhandlung XXXIV, S. 480—491. 


8.481, 2.1—8. In den Math. Ann. VIII, S. 239£. (d. Ausg. Bd. IV, Abh.I, 8 6) 
bestimmt Lie alle inf, hom. B.T. iu &,,...%,, ?1,---2,„; daraus kann man dann 
leicht alle inf. B.T. in 2, &,,...%,_1» Pıs---2?„_ı ableiten. Lie betrachtete das 
als selbstverständlich und fand deshalb nicht nötig, es auseinanderzusetzen. Das ist 
erst in der Th.d. Trfgr. Bd. II, S. 272f. (Leipz. 1890) geschehen. Die direkte Bestim- 
mung aller inf. B.T. in 2, &,,..-.%,, Pı,---2,„ gibt Lie zum ersten Male Leipz. Abh. 
Bd. XIV, Nr. XII, 1888, S. 546f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IV, Nr. 5). Die Funktion W 
ist die charakteristische Funktion der inf. B.T. Vgl. S. 613—615. 

S. 483, Z. 7—4 v.u. Man beachte, daß ABW=BAW, CDW=DCW. 

S. 484, Z. 18. Ausführung und Benutzung von (4), (5’), (6°). 

S. 485, 2.5. Ausführung und Benutzung von (7). 

S. 487, Z. 13—15. Hier wird wohl zum ersten Male der Begriff invariante 
Untergruppe ausdrücklich erwähnt. 

S. 487, Z. 15—17. Hier müssen vor „umwandelt“ noch die Worte: „und jede 
inf. Bew. in eine inf. Bew.“ zugefügt werden. Nach 8. 623 kann nämlich die allge- 
meinste B. T., bei der die Gruppe der Transl. inv. bleibt, aus einer linearen Punkttrf. 
in x, y, z und aus einer B. T. von der Form 


A z=2+d, Yy-y+b, 7=:+r 9 +4 Bd P=nd-d 
zusammengesetzt werden, wo ® eine beliebige Fkt. von p, q ist. Dabei bilden die 
B.T. von der Form (A) für sich eine unendliche Gruppe, die bei allen linearen P.T. 
invariant bleibt; man kann daher jene allgemeinste B.T. in der Weise bilden, daß 
man zuerst die allgemeinste lineare P.T. und dann (A) ausführt. Unter den so er- 
haltenen B.T. sind dann die auszuwählen, bei denen die Gruppe der Bewegungen 
invariant bleibt. 

Da jede lineare Trf. die Gruppe der Bewegungen in eine lineare Gruppe über- 
führt, so fragen wir zunächst nach allen B. T. von der Form (A), die dieselbe Eigen- 
schaft haben. Sollen insbesondere die inf. Drehungen mit den char. Funktionen 


yp—x9, z2p+2%, 244% 
bei der B.T. (A) in lineare inf. Trf. übergehen, so müssen die drei Ausdrücke 
GB, PD, BITTEN NIE TIEF NIT 
lineare Fkt. von p, q werden, was nur eintritt, wenn ® eine lineare Fkt. von 
?, q, V1+p”+g° wird, wenn also (A) aus einer Translation und einer Parallel- 
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transformation (Dilatation) zusammengesetzt ist. Bei diesen B.T. bleibt aber die 
Gruppe der Bew. invariant. Fügt man daher zu der Gruppe der Bewegungen und 
Ähnlichkeitstransformationen noch die Paralleltransformationen hinzu, so erhält man 
die allgemeinste B.T., bei der die Gruppe der Bew. inväriant bleibt. Nun aber 
lassen die Paralleltransformationen offenbar die Diffgl. der Fl. konst. Kr. nicht in- 
variant (S. 726), also ist hiermit der Liesche Satz bewiesen. 

Die Worte auf Z. 15—18 sind nur richtig, wenn man unter „Transformation“ 
eine P.T. versteht. Es sieht genau so aus, ıls hätte Lie im Augenblick ganz ver- 
gessen,. daß es sich um B.T. und nicht bloß um P.T. handelt. 

S. 487, Z.9 v.u. Hinter „allgemeinsten“ muß das Wort „infinitesimalen“ zu- 
gefügt werden. 

S. 487, 2.7 v.u.— 488, Z.1. Eine inf. B.T. führt jede Fläche z=g(x, y) 
in eine unendl. ben. Fl. 2 =y(x’,y’) über und ordnet den Punkten x, y der ersten 
Fläche die Punkte x’, y' der zweiten durch eine inf. Punkttransformation zu. Die 
Gl. 8. 487, Z.4 v. u. liefert daher in x’, y’ eine Gl., in der die Konstanten a, b, c 
wieder linear und homogen auftreten. 

S. 488, 2.3 v.u. Siehe die Vl. Note Liouvilles zu Monge IV, 8. 609—616. 

S. 490, Z. 13—11 v. u. Die zehngliedrige Gruppe @,, aller konformen Punkt- 
trf. des R, enthält nur zwei Arten von siebengliedrigen Untergruppen. Jede Unter- 
gruppe der einen Art besteht aus allen konf. Trf., die einen Punkt, die der zweiten 
aus allen, die eine Minimalgerade in Ruhe lassen. Man überzeugt sich leicht, daß 
eine Untergruppe der einen Art nicht durch B.T. in eine der andern Art überführ- 
bar ist; infolgedessen muß eine B.T, bei der die konf. Gruppe iny. bleibt, die 
Schar aller Untergr. der ersten Art und demnach zugleich die Schar aller Punkte 
inv. lassen, d. h. sie ist selbst eine Punkttrf. und somit eine konforme. Es ist sehr 
wahrscheinlich, daß Lie damals schon seinen Satz auf diesem Wege bewiesen hat, 
wenigstens wüßte ich nicht, wie er sonst „ohne Schwierigkeit“ zum Ziele gelangt 
sein sollte. 

S. 491, Z.6, 5 v. u. Eigentlich müßte es heißen: „alle Flächen von gleicher 
konst. Kr.“ 


Zu Abhandlung XXXV, S. 492—524. 


Schon 1876, wohl im Nov., schreibt Lie an A. Mayer: 

„Ich produziere zur Zeit ziemlich scharf. Ich anwende meine Ideen über Trans- 
formationsgruppen auf p. Gl. 2. O. und ich bin jedenfalls selbst voll von Hoffnung. 
Selbstverständlicherweise wird es nur besondere Gleichungen, solche nämlich, die 
Gruppe haben, mit denen was zu machen ist. Ich habe eine vollständige schöne 
Transformationstheorie der Laplaceschen Gl. 


r+4As+Bt+Cp+Dga+E=0“ 
In einein Briefe vom 17. 12. 1881 an F. Klein heißt es: 
„Unter meinen Arbeiten im vorigen Winter lege ich besonders Gewicht auf 
meine neuen Integrationstheorien solcher lin. part. Diffgl., die inf. Trf. gestatten. 


„Mein Ausgangspunkt war meine alte Bemerkung, daß, wenn eine p. Diffgl. 
(z. B. 2. O.) 


(1) F(a, y 2,9294, r,5,)=V0 
eine inf. Trf. ; } 

dx z 
(%) . 


Ey) nm: 8a, yı 2) 


gestattet, dann gibt eı unter den Lös. des sim. Syst. (2) 00°, die gleich Null ge- 
setzt Integralfl. von (1) darstellen. Ist nun F=0 linear, so gibt jede Integral. 
wiederum eine neue inf. Trf. Daher gibt zuerst die bekannte inf. Trf. ein Integral, 
das wiederum eine allgemeinere inf. Trf. liefert. Und in dieser Weise findet man 
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treppenweise immer allgemeinere inf. Trf. und zugleich immer allgemeinere Inte- 
grale von (1). — Diese Treppenoperationen, deren Anzahl oo ist, lassen sich übri- 
gens durch eine einzige ersetzen. Diese Theorie dehnt sich auf alle Systeme li- 
nearer Gl. n-ter O. mit m abh. u. p unabh. Var. aus. Ich habe gedacht, daß sie 
mit Booles Operationskalkul in Verbindung stehe, was doch nicht der Fall zu sein 
scheint. * 

In einem andern vom 23. 4. 1882: 

„Ich empfehle Dir ganz besonders meine neue Arbeit über lineare part. Diffgl. 
und ihre Integration durch bestimmte Integrale. Ganz sicher ist die Integration 
durch bestimmte Integrale eine sehr unvollkommene Methode. Doch ist es sehr merk- 
würdig, daß ausgedehnte Klassen von Diffgl. eine solche Integration gestatten. Es 
wäre mir ganz besonders interessant, zu erfahren, ob ähnliche Ideen schon publi- 
ziert sind. Ich schicke Dir mehrere Exemplare zu Deinen oder Mayers Schülern. 
Möglicherweise könnte jemand mir sagen, ob schon solche Sachen bekannt sind. 
Ich fühle ganz unbestimmt, daß ein Zusammenhang mit dem Operationskalkul mög- 
lich ist. Allerdings glaubt Mayer nicht, daß es der Fall ist.“ 

Kurz vorher hatte er nämlich an A. Mayer geschrieben: 

„Wenn Sie gelegentlich meine Integrationstheorie durch bestimmte Integrale 
durchblättern, möchte ich gern wissen, ob Sie diese meine Theorie als neu betrach- 
ten. Es ist mir eingefallen, daß sie möglicherweise mit dem Operationskalkul von 
Boole verwandt sind. Das scheint aber nicht der Fall zu sein.“ 

Mayer hatte diesen Brief am 15. 4. 1882 erhalten und am 16. beantwortet. 

Die in der gegenwärtigen Abh. entwickelte Klassifikation der lin. part. Diffgl. 
2. OÖ. stammt hiernach wohl in der Hauptsache schon aus dem Jahre 1876. Dagegen 
scheint die Methode der Integration durch bestimmte Integrale erst im Winter 
1880—81 hinzugekommen zu sein; die ersten Andeutungen darüber hat Lie am 4. 2. 
1881 und am 1. 4. 1881 der Kristianiaer Ges. d. W. mitgeteilt (Abh. XXXII, S. 467, 
W:; 9. 

In den Leipz. Ber. von 1892, S. 571 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XII, Anhang von 
Teil II) erwähnt Lie, daß die gegenwärtige Abh. den Ausgangspunkt für die be- 
merkenswerten a von Darboux und Appell über die beiden Gl. 


er ten Pr 0, 179g 
geliefert habe. 

8.492, 2.6—8. Die im folgenden betrachteten Diffgl. sind nicht bloß linear 
sondern auch homogen. 

S. 494, Z. 8—10. Vgl. 8. 521, Nr. 18. 

S. 495, Z2.2—5. Laplace, Recherches sur le calcul integral aux differences 
partielles, M&m. de l’Acad. de Paris, 1773, S. 341—402 (1777). Oeuvres de Laplace 
Bd. IX, 8. 5—68. Vgl. auch Darboux, Lecons sur la theorie generale des surfaces, 
Bad. II, Kap. 3. 

S. 495, 2. 9—11. Z. B. bleibt eine lin. hom. part. Diffgl. belieb. O., deren all- 
gemeinste Lösung z= L(,,..., x,) ist, bei dem Inbegriffe aller inf. Trf. von der 
Form: d2,=0(i=1,..., n), ö62—= Qdt inv.; es ist das eben eine Folge des Um- 
standes, daß die Diffgl. lin. u. hom. ist. 

S. 495, Z. 21—15 v.u. Das hat schon Euler in seinen Instit. Calc. integr., 
Vol. III, 8 319 gezeigt. Daß dort nur der Fall 9-0, der auf die erste Normalform 
führt, behandelt wird, tut nichtg zur Sache, denn es liegt auf der Hand, daß für 
Q=0 stets die zweite Normalforınm herstellbar ist. Man kann Eulers Verfahren 
so ausdrücken: er benutzt die beiden aus der Gl. Rdy? — Sdxdy + Tdx’ = 0 
entspringenden integrabeln Kombin. der Mongeschen Diffgl. der Charakteristiken 
(vgl. 8. 619), um geeignete neue unabh. Veränd. einzuführen. 

S. 496, Z. 11f. Integrabel nach Monges Methode ist die Gl. (1), wenn sie ein 
intermediäres Integral mit einer willk. Fkt. besitzt, wenn also eines der beiden 
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Mongeschen Systeme der Diffgl. der Char. zwei integrable Kombin. zuläßt (vgl. 
S. 619 ff.). 

S. 498, S. 14—7 v.u. Hier ist die Möglichkeit Q,—= 0 übergangen, die aller- 
dings nichts Neues liefert. Man kann nämlich dann durch eine geeignete Substitu- 
tion z=2z’w(x) erreichen, daß Q verschwindet und also f konstant wird, f= ce. Ist 
in der einzigen übrig bleibenden Gl. Z&’ + n) +82, +n2, =0 etw $+0,n=0, 
so kann man eine solche Fkt. von x als neues x einführen, daß &=1 und somit 
Z,=0 wird, und eine solche Fkt. von y als neues y, daß Z=1 wird; man findet 
also die Gl. s+z=0. Der Fall&=0, n=+0 ist davon nicht wesentlich verschie- 
den, dagegen kann man, wenn &=#+0, n=#0 ist, &=n=1 machen und erhält: 
Zt Z=0, so daß die Diffgl. die Gestalt: s+ Ze — y)z—=0 annimmt. Man ge- 
langt also in jedem Falle nur zu besonderen Fällen der Normalformen (9), S. 499 
und (10), 8. 500. 

S. 499, Z. 7f. Das ist durchaus nicht so offenbar, ja sogar unrichtig. Ist &= 0, 
n=-0, so können wir n=1 machen und bekommen f’(«) + Q,=0, Z,=0, also 
Q= w(e) —yf (x), Z=Z(e). In der Gl.s + (wie) — yf (@))g + Z(x)z—= 0 können 
wir durch eine Subst. z=z’p(x) die Fkt. w(xz) zum Verschwinden bringen und 
dann durch eine Subst. x, =y(x) die Normalform: s+ yqg + Z(x)z=0 erreichen, 
denn der Fall f’(«)= 0 führt auf die schon erwähnte Normalform: s+ z2=0. Der 
Satz auf 3. 499, Z. 8—1 v. u. müßte demnach lauten: „so kann sie entweder die 
kanonische Form (9) oder die Form: 


®) s+yga+Z@)z—0 
erhalten. Die inf. Trf. hat im ersten Falle die Form: dx = adt, döy=0, öz = czöt, 
im zweiten diese: do2x—=0, dy=adt,döz—= — (axz + cz)dt, wo a und c beliebige 


Konstanten sind.“ 
Im allg. gestattet (9°) keine andern inf. Trf. als die angegebenen. Zur Bestim- 
mung aller inf. Trf., die (9°) inv. lassen, erhält man nämlich die Gl. 


yEtfatn=ı ZEHN) +ZE-=0, 


von denen die erste durch Diff. nach y liefert: + n’=0. Wäre Z’=0, so käme 
man auf die von Lie nachher S. 501 abgeleitete Normalform (11). Ist aber Z’#+0, 
so folgt &=0, alo 7" —=0,n = — f(x) = a. 

S. 501, 2. 11—9 v. u. Die inf. Trf. zr, bei der jede Diffgl. von der Form (1) 
inv. bleibt, wird nicht mitgezählt, weil sie die Char. gar nicht transformiert. 

S. 503, Z. 10f. Die Annahme « = 0 würde natürlich nur dann in Frage kommen, 
wenn ß==y wäre; die inf. Trf. p-+g tritt ja unter allen Umständen auf. 

S. 503, Z. 17. Die Subst. z= 2’ e* ergibt: g= g’et%, s—=s’ ek + kg ek“, also 
braucht man nur k=— C zu setzen (vgl. 8. 504, Z. 13f.). 

S. 503, 2.19. Diese Gl. gestattet also außer p-+g auch noch die inf. Trf. 


zp+Yy4. 5 R 
S. 504, Z.3f. D. h. durch Anwendung der Operation Eri En. Er 


S. 504, 2.14, 13 v. u. Es sollte hinzugefügt werden: „die die Char. unter 
einander vertauschen“. 

S. 504, 2. 11—9 v. u. „a priori klar“ ist das doch nur, wenn man vorher be- 
wiesen hat, daß keine der beiden Fkt. &, n verschwinden kann. Das ist auch in der 
Tat nicht möglich, denn aus n = 0 folgt: 


A 24 


En By Tag 


$=(, 


1 Bat B 
Fr — — 
ee er 
woraus sich ohne Schwierigkeit &=0 ergibt, denn fir A=B-= 0 käme man auf 
die Gl. s=0, die nach Monges Methode integrabel ist. 
S. 505, 2.11. It B=—C, so führt man y—+ x als neues y ein. 


x 
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S 506, Z. 1—6. Hier ist noch hinzuzufügen: 


s+yq+Z@)z=0 
q— xır 


Deshalb erscheint es auch zweckmäßig, die dritte Liesche Normalform umzugestal- 
ten, indem man Cx als neues x einführt, und sie so zu schreiben: 


styq+Cz=V0 
pP, q-2XZr, <p— yq 


Allerdings muß dann die Liesche Normalform für C= 0 besonders aufgeführt werden: 


s+z=0 
pP, &, Xp — yq 


Zu bemerken ist noch, daß die inf. Trf. zr, die alle diese Gl. inv. läßt, nicht mit 
aufgeführt ist, weil sie keine der beiden Scharen von Char. transformiert. 
S. 506, Z. 10—5 v. u. Abh. IX, S. 116. 


8. 508, 2. 5f. Es ist nämlich Gi 4 p, “40, aa fı nicht eine Fit. von y 
allein sein kann. 

S. 509, 2.9—5 v.u. Ist Q=0, so braucht man bloß die. erste der Gl. Z. 13 
v. u. zu befriedigen. Man wählt dann einfach «—= x und hat f= a. .. setzen, 
um die Form: r+ Z(z, y)2=0 zu erhalten. 


S. 510, Z. 18. Bei solchen inf. Trf. werden die Charakteristiken nicht trans- 
formiert; das geschieht nur für n0. 


S. 510, 2.1 v.u. Dazu kommt noch: 


g=axzy+4ßetmy+n f=ter+imzs—tay+b. 
S. 511, Z. 4—7. Vgl. S. 509, Z. 12 v.u. Man kann übrigens auch zeigen, daß 


sich zu jeder Fkt. ß(y) eine solche Trf.: y, = P(y), 2, = «az, Yy), 2, = ger &9) be- 
stimmen läßt, daß die Gl. r+qg-+Zz=0 wieder die Fm: n +, +22 = 
erhält. In der Tat, es wird: 


re +zeig, Ay tuh=aertzerg 


e?’ 29, =) p (Feet ver) 1) 
=r —— — 4 ine e!. 
dr en &, +2( &, a2 et a, a2 


Wählt man (vgl. 8. 509, Z. 13 v. u., wo jetzt Q=1 ist) a«,—=yYß’(y), so wird: 
= N Een e+:(% are 
ee 

mithin: ta tAme Fertat(2e Pt 

+ (9% BI Lg. t+p+Z F) 2. 
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Man braucht daher nur «,—=29,yYPf’ zu machen, was mit « „= Vß’ verbunden die 
Gl. 9,2. —=4P” liefert, so daß man setzen kann: 


u-avP to), etz a +vW). 


Wählt man f=1, y=0, so bekommt man die Tr. y=y, , =2-+ı(y), 2, = 


Ir" die Z. 13-15 benutzt wird. 

8. 512, 2. 2—4. Die betr. inf. Trf. hat wegen &=0,n=n(y), f,=fy=0 die 
Form: aq-+ czr. 

S. 512, 2. 18—16 v. u. Arch. Bd. I, 8. 20—57, 1876 (d. Ausg. Bd. V, Abh. II). 

8.513, 2.12 v. u. Dabei wird benutzt, daß n nicht = 0 sein kann (8. 512, 
Z. 17-20). 

S. 514, Z. 11—16. Auch hier ist, ebenso wie auf S. 506, die inf. Trf. zr nicht 
mit aufgeführt. 

8. 514, 2.2 v. u. — 520, 2.7. Wie man von der inf. Trf. zu dem partik. In- 
tegrale gelangt, ist auf S. 521, Nr. 18 angegeben. 

8.515, 2. 13ff. Es empfiehlt sich, zuerst die Gl. s+yq+Z(&) z=0 mit 
der inf. Trf. 9— 2(@ — c)r zu behandeln. Man findet eine part. Lös. von der Form: 
ge ve I ga, wo 2 der gew. Difigl. @— X +2 — Z(a)QA=0 genügen 
muß. Demnach besitzt die 2 eine Lösung von der Form: 

7@a—1 , 


f eye) u —c "alode 


mit einer willk. Fkt. Ist z (x) konstant, so hat man die von Lie betrachtete Gl. (33). 
8. 516, 2. 7—3 v. u. Die Diffgl. führt auf Besselsche Funktionen. 
8. 517, 2.12—9 v. u. Sind die Wurzeln gleich, so ist das zweite Integral 
durch das folgende zu ersetzen: 


Pr 
fa +12)" ?lg 0 a" f,.(1) di. 


S. 517, Z.8, 7 v. u. Die erste dieser drei kanonischen Formen ist ganz über- 
gangen. Die inf. Trf. g+czr der Gl. r+q+ Z(x) z= 0 liefert part. Lösungen von 
der Form: z=e‘’w(x), wo w(x) aus der Gl.: w’ (2) +(c+ Za)w(z)=0 zu be- 
stimmen ist. Sind w,(x,c) und w,(x,c) zwei linear unabh. Lös. dieser Gl., so erhält 
man für die part. Diffgl. die Lös.: 


1 Pa 
ef Henne + Se! mo zdde 


& 
mit zwei willk. Fkt. 

S. 520, Z. 17. Hier ist hinzuzufügen: „und von der Gl.s + yq + Z(a)z = 0%. 
Bei diesen beiden Gl. werden nur die Char. der einen Schar unter einander ver- 
tauscht, die Char. der zweiten Schar bleiben alle in Ruhe. 

S. 521, Z. 7—9. Eigentlich müßte es heißen: „gibt es auer$=n=0, f=c 
kein Wertsystem‘“. 

S. 521, Z, 10—12. Gemeint ist hier die Theorie, die Lie für den Fall der 
Gruppen der Ebene 1883 in Bd. VIII seines Archivs, 8. 382—451 (d. Ausg. Bd. V, 
Abh. XIV, 8 2—$ 10) entwickelt hat. 

S. 521, Z. 13—20. Die allgemeine Theorie, auf der das beruht, hat Lie aus- 
einandergesetzt in den Leipz. Ber. 1895, S. 90—100 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX, Kap. 
III). Angedeutet hat er sie zum ersten Male Ann. XI, S. 490, Anm. (d. Ausg. Ba. IV, 
Abh. III, Schluß von $ 5). Vermutlich hat er auch schon 1872 (bier Abh. V, 8. 27, 
Z. 10-9 v. u.) derartige Betrachtungen im Auge gehabt. 
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S. 521, Z. 21—23. Wenn also (39) zwei verschiedene Scharen von Char. be- 
sitzt, so muß es inf. Trf. geben, die (39) inv. lassen und die Char. jeder der beiden 
Scharen unter einander vertauschen. Hat (39) bloß eine Schar von Char., so muß 
die inf. Trf. diese Char. unter einander vertauschen. Vgl. Nr. 16 und die Anm. dazu. 
Z. B. läßt die inf. Trf. p-+czr die Char. y= Const. der Gl. r+g=0 inv. und 


liefert die part. Lös. z= e’” p(y), wo p(y) der Gl. 1.0 p’(y)-+ e?p(y) = 0 genügen 
muß; dieser entspricht nur eine Lös. von r+q=0 mit einer willk. Fkt. 

Der innere Grund dafür liegt darin: Läßt die inf. Trf. Ep na +(&-+cz)r 
der Gl. (39) alle Char. einer Schar inv., so sind die 00°? Bahnkurven dieser inf. Trf., 
wenn man sie als Vereine von je o0* Elementen x, y, z, p, q auffaßt, 00? Integral- 
vereine, die die Gl. (39) mit der lin. part. Diffgl. 1.0. &p +ng — (&+c2)=0 ge- 
mein hat; deshalb haben die beiden Gl. nicht 00? sondern bloß oo! Integralflächen 
gemein. 

S. 521, 2.24. Hinter „Nummer“ füge man hinzu: „[V]“, denn diese Nr. ist 
gemeint, nicht bloß die Nr. 18. 

S. 521, 2.9—6 v. u. Vgl. z.B. Bianchi, Vorl. üb. Diffgeom , dtsch. v. Lukat, 
Leipz. 1899, $ 73, 8. 141f. 

8. 521, 2. 1 v. u. — 522, Z. 3. In dem einfachen Falle, der hier ausgeschlossen 
wird, vertauscht die betr. inf. Rotation bloß die Meridiankreise unter einander, läßt 
aber die Parallelkreise einzeln in Ruhe. Daß die part. Diffgl., wenn von diesem 
Falle abgesehen wird, die Form (41) erhalten kann, folgt so: Da die Diffgl. im all- 
gemeinen bloß eine inf. Trf. gestattet, so muß diese die Kurven jeder Schar von 
Char. unter einander vertauschen; von den beiden ersten Formen des Schemas auf 
S. 506 kommt daher nur die zweite in Betracht. 

S.522, 2.13,12 v.u. Die zugehörige verkürzte (homogene) Gl. W,"+Q@W, — 
— ZW, = ist ja integriert. 

S. 524, 2. 3f. Die Diffgl. der Minimalfl. (1 + qg®)r — 2pqgs+ (1+p9)t= 0 ver- 
wandelt sich, wie schon Legendre bemerkt hat, bei der dualist. Tıf. 2 =p, y’ =q, 
!=—z+zp+yq,p=x, d’=y in die lineare hom. Gl.: 


(A) 1+ dr’ +20 HA HyYdt—= 0. 


Die Mongeschen Diffgl. der Char. dieser neuen Gl. besitzen die beiden integra- 
beln Komb.: 


(B) a+y/Nde—@ytiyitat+yN)ay-o. 
Nun bleibt die Diffgl. der Minimalfl. bei der Gruppe der Euklidischen Beweg. 


und der Ähnlichkeitsstr. inv., deren inf. Trf. als B. T. aufgefaßt die folgenden char. 
Fkt. (vgl. S. 481, 2. 1—8 und die Anm. dazu) besitzen: 


BP Gh yp—a2G, 2PptS 24 ty pr yg— 2. 

Bei der benutzten dualist. Trf. verwandeln sich diese inf. Trf. in solche, bei denen 
Gl. (A) und selbstverständlich auch jede der beiden Gl. (B)') inv. bleibt und deren 
char. Fkt. lauten: 

way, yp—ag, «@-ap—-yiı)—r, ya-erP—yd)—g, —?. 
Man erkennt sofort, daß das wieder inf. Punkttrf. sind. Die mit den char. Fkt. 
&©,y',1, —z’ erteilen den Ver. x’, y’ die Zuwachse Null, lassen also alle Char. jeder 
der beiden Scharen in Ruhe. Dagegen vertauschen die drei übrigen inf. Trf. die 
Char. jeder der beiden durch (B) bestimmten Scharen unter einander und erzeugen 
eine dreigliedrige Gruppe von derselben Zusammensetzung wie p+g, zp +vgq, 
x’p-+ y?q. Da nun die Diffgl. der Minimalfl. nicht nach Monges Methode inte- 
grabel ist, denn sie besitzt kein intermediäres Integral mit einer willk. Fkt., so ist 


1) Dies ist so zu verstehen, daß (B) zusammen mit dz’— pda’ — gJ’dy'’= 0 
ein invariantes Gleichungssystem bildet. 


Bei Zn Zend > SiS ahnun Led uns Banana San re nn u eK Bi Be 


ERNST RER 
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sie nach den Entwick. von Nr. II, S. 500—506 wirklich durch B.T. auf die von Lie 
angegebene Form zurückführbar. 

Die eben angestellten Betracht. liefern zugleich alle inf. B.T., bei denen die 
Diffgl. der Minimalfl. inv. bleibt. Ist p(p, q) eine solche Fkt., daß die Gl.z=95, 
Yy= 99, 2=PYPp-+ 494 — Y eine Minimalfl.‘) darstellen, so ist: 


dz=gpÖdt, öy=gyydt, dE=(Pppyy +4 — y)dt, dp=dg—0 


immer eine inf. B.T. von der verlangten Beschaffenheit, dazu kommen dann nur 
noch die inf. Ähnlichkeitstransf. 2p + yq — z und die inf. Drehungen yp— xq, zp-+ x, 
zq-+y. Von diesen inf. Trf. vertauschen nur die drei letzten die Char. der Diffgl. 
unter einander. 

Übrigens hat Lie ja bereits 1872 alle endlichen B.T. bestimmt, bei denen 
Minimalfl. in Minimalfl. übergehen (Abh. 1, S. 3, Z. 9—11). 


Zu Abhandlung XXXV], S. 525-530. 


Am 17. 12. 1881 schreibt Lie an F. Klein: 
„Ist Poincare&s Satz, daß er alle algebr. lin. Gl. 


HR" +. +Xy=0 
integriert hat, wahr, so kann ich alle inf. Trf. eines jeden algebr. Syst. part. 
Diffgl. bestimmen. Vorausgesetzt ist dabei nur, daß die betr. Trfgr. eine end- 
liche Zahl Parameter enthält. Als Korollar fließt hieraus u. a. der Satz: Kann die 


algebraische Gl. f(«, RR y”)) = 0 durch eine bekannte oder unbe- 
kannte B.T. auf die lineare Form gebracht werden, so verlangt ihre Integration 
nur Quadraturen. 

„Poincare&s Untersuchungen scheinen epochemachend zu sein. Ich habe 
mich sukzessiv gegen die Funktionentheorie gewandt. Doch komme ich kaum dazu, 
auf diesem Gebiet selbst produktiv aufzutreten.“ 

Anfang Januar 1882 schreibt er an A. Mayer: 

„Ich drucke eben eine kleine vorläufige Notiz, die durch Poincare&s merk- 
würdige Untersuchungen veranlaßt wurde. Poincare& integriert jede lin. Gl. 

n 
"Y42,, I 4 4 Xy=0 
mit rationalen oder algebr. Koeff. Dies gestattet mir, alle inf. Trf. eines jeden Systems 
part. und algebraischer Diffgl. zu bestimmen, dabei vorausgesetzt, daß diese inf. 
Trf. nur von einer begrenzten Zahl Konstanten abhängen. Indem ich dies mit 
meiner Verwertung der inf. Trf. verbinde, erhalte ich, glaube ich, viele merkwürdige 
Sachen.“ 

Endlich führe ich noch eine Stelle aus einem Briefe vom 23. 4. 1882 an 
F. Klein an: 

„Mit meinen Arbeiten geht es, glaube ich, recht gut. Daß ich die inf. Trf. 
einer jeden (algebraischen) Diffgl. {=0 durch eine lineare (algebr.) Gl. 


MER Ir yet 


bestimme, erhält durch Poincar&s neue Theorien eine bedeutende Wichtigkeit, 
um so mehr, da ich die Integration von f= 0 in vielen Fällen auf die Bestimmung 
ihrer inf. Transformationen zurückgeführt habe.“ 

S. 525 ff. Die hier entwickelten Theorien sind schon angedeutet in Abh. XXXI, 
Nr. 3, S. 467. 


1) Genau genommen müßte man sagen: eine Integralınann. der Diffgl. der Mi- 
nimalfl. d. h. entweder eine Minimalfl. oder eine Minimalkurve oder einen Punkt. 
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S. 525, Z. 10—18. Siehe Poincare, Sur les fonctions Fuchsiennes, C. R. 92, 
S. 957, 1198—1200, 1274—1276 (1881) u. 93, 8. 301—303 (8. Aug. 1881). Oeuvres 
Ba. H, 8.9, 1%, 16,29, 

S. 525, Z. 4 v.u. Lie hat diese Absicht nicht ausgeführt. In seinem Arch. 
Bd. VIII, S. 457f., 1883 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XIV, Note 4 am Schlusse) erwähnt er 
die hier angedeuteten Theorien kurz und behält sich wieder vor, bei einer andern 
Gelegenheit darauf zurückzukommen. 

S. 526, 2. 3. Verwendet man B. T., so muß die Zahl n>2 sein, weil sonst 
die allgemeinste inf. B.T., bei der die Diffgl. inv. bleibt, unendlich viele Parameter 
enthält Legt man P.T. zugrunde, so ist bloß der Fall n=1 auszuschließen (vgl. 
Abh. XXXII, Nr. 3, S. 468, Z. 7—10). 

; daF 

S. 528, 2.2. Es muß heißen: na+1 7 mn 

S. 528, 2.6 v.u. Vgl. auch hier Abh. XIV, S. 191ff., ferner Math. Ann. XXV, 
S. 78— 83, 1885 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 1). 

S. 528, 2.14, 13 v. u. Vgl. auch hier Abh. XIV, S. 204. 

S. 529, Z.7f. Daß der Fall n<(3, wenn man sich auf den Standpunkt der 
B.T. stellt, eine Ausnahme bildet, ist schon in der Anm. zu S. 526, Z. 3 erwähnt. 
Die beiden Fälle n = 3 und n > 3 unterscheiden sich dadurch, daß die Gruppe 
aller B.T., die eine gew. Diffgl. von der Ordn. n > 3 invariant läßt, stets reduzibel, 
d. h. durch eine B.T. in eine Gruppe von P.T. überführbar ist, während dagegen 
jede Diffgl. 3. O., die durch B. T. die Form y”’—=0 erhalten kann, bei einer zehngl. 
irred. Groppe von B.T. invariant bleibt. Für diese zehngl. Gruppe gilt das auf 
S. 528, Z. 17—14 v. u. Gesagte nicht, die betr. Diffgl. 3. O. kann daher nicht durch 
Quadr. erledigt werden. Vgl. Th. d. Trfsgr., Bd. II, Kap. 23 u. 24 (Leipzig 1890). 
Auf dem Standpunkt der P.T. gelten die Betrachtungen auch für n = 2. 

8. 529, Z. 12—7 v. u. Vgl. Abh. XXXV, S. 521, Z. 13—20 u. die Anm. dazu. 

S. 529, 2. 6—3 v. u. Lie hat das ausgeführt in den Math. Ann. Bd. XX, 
8. 419—431, 1882 (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV, Note 1). 

8. 529, Z.2,1v.u. Vgl. Abh. XXXIII, S. 478, Z. 10—4 v. u. und Leipz. Ber. 
1892, S. 573 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XII, Schluß von Teil ID, wo Lie sagt: „Die Be- 
merkung, daß die Anwendung dieser Methode [der Bianchischen Trf.] auf die 
Rotationsfläche konstanter Krümmung eine Reihe Flächen konstanter Krüm- 
mung mit algebraischen Krümmungslinien liefert, gehört ebenfalls mir.“ 


Zu Abhandlung XXXVII, S. 531—536. 


In einem Briefe, den F. Klein Ende April 1882 erhalten hat, schreibt Lie: 

„In diesen Tagen habe ich ein allgemeines, schwieriges und interessantes 
Problem erledigt. Da mein Ergebnis eine Illustration der Theorie der Transformations- 
gruppen bildet, interessiert dasselbe mich sehr. 

„Sei e der Krümmungsradius, r der Torsionsradius und s die Bogenlänge einer 
Raumkurve. Nehme ich dann eine arbiträre Relation 2 (r, ge, s)= 0, so kann ich 
alle zugehörigen Kurven bestimmen. Soviel ich weiß, kennt man nur sehr spezielle 
Fälle dieses Theorems. 

„Für mich ist es von kapitaler Wichtigkeit, Anwendungen der Theorie der 
Trfsgr. zu finden. Denn in dieser Weise muß ich versuchen, das Interesse für dieses 
außerordentlich große Gebiet in weitere Kreise zu verbreiten. Im allgemeinen geht 
es mir so, wenn ich Beispiele in rationeller Weise behandle, daß ich nur bekannte 
Resultate wiederfinde. Allerdings finde ich gleichzeitig den inneren Grund der Sache.“ 

S. 531, Z. 13—15. Ist nicht geschehen. 

S. 532, Z. 12. Das Vorzeichen des Torsionshalbm. ist hier anders gewählt als 
in Abh. XXX, S. 422. 
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S. 535, Z. 15—18. Die einzige Stelle, wo Lie auf diesen Zusammenhang zu 
sprechen kommt, findet sich in einer kurzen Mitteilung Christ. Forh. Aar 1882, Over- 
sigt S. 13f., Sitzung vom 15. 9. 1882 (d. Ausg. Bd. V, Abh. VIII). Er bemerkt da 
folgendes: Gestattet eine lin. hom. part. Diffgl. 1.0. Af=0 in &,,..., x, die inf. 
Trf. B,f, ..., B,f einer r-gliedr. Gruppe und besteht zwischen Af und den B,f 
keine lin. hom. Relation, so kann man Af=0 in eine Gl. zwischen n—r kano- 
nischen Ver.') überführen; diese Ver. sind die Lösungen des r-gliedrigen vollst. 
Systems BBf=0 (k=1,...,r), d. h. sie sind die Invarianten der betr. Gruppe. 
Er fügt hinzu, in der vorliegenden Abh. XXXVII habe er diesen Satz mit Vorteil 
angewendet. 

In der Tat, die hier behandelte Aufgabe kommt hinaus auf die lin. part. Diffgl. 


Aue 77 HE ALS 


De zu 


wo die Ver. durch die Gl. (2), (3), (4), (5), 8. 531, durch die Gl. S. 582, Z.2 und 


durch die Rel. 1 1 
2 i ») = (0 
(Er ' VEu? 


verknüpft sind. Diese Diffgl. bleibt nun bei der dreigl. Gruppe aller Drehungen des 
Raumes inv., deren inf. Trf. geschrieben in allen vorkommenden Ver. so aussehen: 


EEE BR: 
Te rTaB Ta Te Tee 


und diese Gruppe in 13 Ver. hat die zehn unabh. Inv. 


s, zur Ex”, Ze’? Zur, Zuu, Zu’, Zus, Zaou, Zu, 


von denen sich sieben auf Konstanten reduzieren. Führt man daher o und r als neue 
Ver. ein so erhält man die Diffgl. (10), S. 532, die bei den inf. Trf. 


EB of of 
Ba Fr Pape Pr Pike 
inv. bleibt und in der die Ver. noch durch die Rel. Zx?=1, Zru=0, Zu —=1 
verknüpft sind, was damit stimmt, daß die Ausdrücke &2’?, Zx’u, Zu? die Gl. (10) 
befriedigen. Dabei bestehen die Rel. (AX)=(AY)=(AZ)=0, die aussagen, daß 
die Gl. Af=0 bei den inf. Trf. Xf, Yf, Zf inv. bleibt, und die Rel. (XY)=Zf, 
(YZ)=Xf, (ZX)=YYf, die aussagen, daß Xf, Yf, Zf eine dreigl. Gr. erzeugen, 
deren einzige Inv. offenbar Fx’?, Zx’u, Zu? sind. Man erkennt hieraus, daß die 
Gl. Af=0, Xf=0, Yf=0, Zf=0 ein viergl. vollst. Syst. bilden, das außer den 
eben genannten Lös., die sich auf Konst. reduzieren, keine Lös. besitzt, und daß 
die Gl. Af=0 noch drei unabh. Lös. hat. 
Unsre dreigl. Gr. enthält eine zweigl. Untergruppe Zf, Xf-+iYf, von der die 
Fkt. g, 8. 532, Z. 1 v. u. eine Inv. ist, die einzige, die es außer Zx’?, Zx’u, Zu? 
gibt. Hieraus folgt, daß die Gl. Af=0, Zf=0, Xf+iYf=0 ein dreigl. vollst. 
Syst. bilden, das nur noch eine unbekannte Lös. hat, nämlich die auf S. 533 be- 
trachtete Lös. W(p,s) von Af=. 
Daß sich aus W die noch fehlenden zwei Lös. von Af=V ohne Integr. ab- 
leiten lassen, folgt so: Nach Abh. XIV, S. 189f. sind XW, YW und mithin auch 
XXW= YXW,... Lösungen von Af=0. Wäre XW=0, so befriedigte W die 


1) Diese „kanonischen Variabeln“ erwähnt Lie auch am Schlusse einer vom 
Juni 1882 datierten Arbeit: „Über Flächen, die lineare u. inf. Trf. gestatten“, Arch. 
Ba. VII, 8. 192 (d. Ausg. Bd. V, Abh. VII), sowie in der hier als Nr. XXXVII ab- 
gedruckten Abh., die er im Sept. 1882 der Krist. Ges. d. Wiss. vorgelegt hat (siehe 
S. 543, 2.6 v. u.— 545, Z. 5). 
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vier Gl. Af= Xf=Yf=Zf=0, was unmöglich ist. Andrerseits ergibt sich, wenn 
man Xf-+iYf= Bf setzt: 


BXW=XXW-+HIiYXW= XXW-+HiXYW-iZW=0, 
ZXW=XZW-AYW=iXW, 


folglich sind W, XW unabh. Lös. des zweigl. vollst. Syst. Af=0, Xf+iYf=0. 
Ferner ist 


YXXW=-XYXW-ZXW=XXYW—-XZW-—-XZW-YW=XXYW —iXW, 
mithin BXXW= XXXW-+iYXXV= XXBVWV+- XW=-XW, 


demnach ist X XW keine Lösung des vollst. Syst. Af=0, Xf-+iYf=0 und in- 
folgedessen von W, X W unabhängig, so daß W, XW, XXW die sämtlichen noch 
fehlenden Lös. von Af=0 sind. 

Der innere Grund dafür, daß man aus der einen Lös. W von Af= 0 die 
übrigen ohne Integr. finden kann, liegt darin, daß die Untergr. Zf, Xf+iYTf keine 
andre in der dreigl. Gruppe inv. Gruppe enthält als die identische Transformation 
(vgl. Math. Ann. XXV, 8. 83—89, d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, 8 2). Nunmehr leuchtet 
auch ein, daß man mit Hilfe der endlichen Trf. der Gruppe Xf, Yf, Zf die fehlen- 
den Lös. sogar ohne Differentiation ableiten kann (S. 534). 

S. 5385, 2.12—6v.u. Im R, ist nämlich die Gruppe der Drehungen sechs- 
gliedrig und hat dieselbe Zusammensetzung wie die projektive Gruppe einer Fläche 
2. Grades im R,, d. h. sie zerfällt in zwei konjugiert imaginäre dreigliedrige inv. 
Untergruppen, deren jede mit der Gruppe Xf, Yf, Zf gleichzusammengesetzt ist, 
während alle inf. Trf. der einen mit allen inf. Trf. der andern vertauschbar sind. 
Daraus folgen die Lieschen Behauptungen ohne weiteres. 

S. 535, 2.4—-1v.u. Puiseux, Liouvilles Journal Bd. 7, 8. 65—69 (1842), 
Bertrand, ebd. Bd. 13, S. 423f. (1848), Enneper: Zur Theorie der Kurven dop- 
pelter Krümmung, a. a. 0. 8. 72—83. | 

S. 536, 2. 7—11, vgl. 8. 546, 2. 7—2 v.u. 


Zu Abhandlung XXXVIII, S. 537—547. 


Die Protokolle der Videnskabsselskab geben leider keinen Aufschluß darüber, 
wann die Abh. vorgelegt worden ist. 

In einem an F. Klein gerichteten Briefe vom 23. 4. 1882 schreibt Lie: 

„In der letzten Zeit treibe ich wieder gelegentlich Kugel- und Liniengeometrie. 
Ich präpariere u. a. eine wirklich schöne Spezialarbeit über Flächen, deren Haupt- 
tangentenkurven linearen Komplexen angehören. Diese Flächen gehen durch die 
Kugelabbildung hervor aus den Flächen, deren Krümmungslinien sphärisch sind. Es 
ist aber sehr interessant und einfach, die Theorie direkt zu entwickeln.“. 

Hiernach hat es den Anschein, daß der erste Teil der vorliegenden Arbeit 
(S. 537—541) aus dieser Zeit stammt. Damit würde auch nicht in Widerspruch 
stehen, was Lie in der Abh. „Klassifikation und Integration...“ II, Arch. VIII, 
S. 2:5, Z. 3—1 v. u., 1883 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XI, $ 3, Nr. 24) bemerkt. Dort be- 
spricht er nämlich die Integration der Diffgl., die bei der allg. proj. Gruppe inv. 
bleiben, und zeigt, daß die Integration der sich ergebenden Hilfsgl. 8. O. auf eine 
gew. Diffgl. 2. O. zurückgeführt werden kann. In einer Anm. fügt er dann hinzu: 
„Nach einer neueren Bemerkung von mir, die ich der Ges. d. Wiss. in Christiania 
im Sept. 1882 mitteilte, genügt es sogar, ein Integral dieser Gl. 2. O. aufzufinden.* 
Das aber kann sich nur auf die gegenwärtige Abh. und zwar auf die Stelle S. 546, 
Z. 11—13 beziehen, denn in der vom 6. Juli 1882 datierten, am 10. Juli eingelaufenen 
und in der Sitzung vom 15. Sept. vorgelegten Meddelelse, Christ. Forh. 1832, Over- 
sigt S. 14 (d. Ausg. Bd. V, Abh. VIII, Nr. 6), sagt er nur, „daß eine solche Gl. 8.0. 
auf eine von zweiter zurückgeführt werden kann.“ 
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S. 537, Z. 15f. Vgl. auch Abh. XXIX, S. 420, 2.4—1v.u. 

S. 537, Z. 10—-4 v. u. Vgl. Abh. XXI, S. 356, Z. 19—14 v. u. und die Anm. 
dazu. Beweise für diesen Satz haben geliefert: Paul Franck, Über die Liesche 
F, eines Flächenpunktes, Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges., XIII, 1914, S. 110—127, 
und G. Scheffers, Über zwei mit einem Flächenpunkte verknüpfte Flächen 2. O., 
ebd. XIV, 1915, S. 68—79, aber keiner dieser Beweise verwendet homogene Ko- 
ordinaten, die offenbar gerade hier das gegebene Hilfsmittel sind. 

Wir betrachten eine beliebige nicht abwickelbare Fläche, indem wir uns die 
vier homogenen Punktkoord. x,,..., x, als Funktionen der beiden unabh. Ver. «, v 
gegeben denken, und zwar seien % = Const., v — Const. die beiden Scharen von 
Haupttangentenk. der Fläche. Dann ist unter Benutzung einer leichtverständlichen 
Abkürzung 


(1) (32,0, 0) 0, (Ru R,L,) 0, 

während (2 x,%,%,,) nicht identisch verschwindet. Hierin liegt, daß x,,...,x, zwei 
part. Diffgl. 2. OÖ. von der Form 

(2) Zus ti, hr thrut+ PR, 

befriedigen, wo die «,, ß; gewisse Fkt. von u, v sind, für die man durch zweimalige 
Differentiation die Integrabilitätsbedingung 


00, 0Oß, ai 
(3) o = Fe erhält. 
Bezeichnen wir den Punkt, der die hom. Koord. x&,,...,%, hat, kurz mit «, 


so bestimmt die Gl. ($nx&x,) = 0 alle Geraden &, n, von denen die Tangente der 
durch den Punkt x oder u,» gehenden Haupttgk. » = Const. geschnitten wird, und 
die drei Gl. 
(4) | (EnXX,) Sig 0, (Enxz,.) a: (EN ,%,) nr 0, 
(ENER u) + FENL, Lu) — (ENEUR,,) = 0 


bestimmen alle Geraden, von denen die drei Haupttangenten geschnitten werden, 
die man erhält, wenn man durch jeden von drei aufeinanderfolgenden Punkten der 
Haupitgk. u = Const. die Tangente an die hindurchg. Haupttgk. v = Const, zieht. 
Die Gl. (4) stellen also die zweite Schar der Erzeugenden der Fläche 2. O. dar, die 
durch diese drei aufeinanderfolgenden Haupttangenten bestimmt wird. Der Liesche 
Satz kommt demnach darauf hinaus, daß die Gl. (4) von den drei Haupttangenten 
erfüllt werden, die man erhält, wenn man durch jeden von drei aufeinanderfolgen- 
den Punkten der Haupttgk. v = Coust. die Tangente an die hindurchg. Haupttgk. 
“= Const. zieht, d. h. die Gl. (4) müssen bei beliebigem du erfüllt sein, wenn 


tzt: 
an NE ut zmdutiz, dur, net 2udu 4 42 und 


und bei der Entwicklung die dritte und vierte Potenz von dw wegläßt. Von den 
neun Gl., die man auf diese Weise erhält: 


(2,020) =0, (na) Ft (u, = 0, 

(Tu un C%u) + 2 (Curl) 2% (Kun Eu) =(, (CI,ECH,.) De (2I,%,%,) =(, 

(Io Kun) + (KuE, Xu) Sao (Ex, lu%y) 323 (2%, %u%o) =(, 

(LXyuol&uo) Eu 2 (CuCuoK Lur) a4 (Tl u CLyo) ER (Cru unKu%o) — 3 (LuKuoKuke) + 
+ (Fol uuku%o) =(, 

(CELL) + 2 (ART aKu on) — AK lukon) = 9 

(TI %%uo0) + (LuR,CXu er) +2 (TR %oKur) +2 (Aug KyKuv) 7 (Lauer) Io 
ag (2, TC, Eu Xp o) =, 


(Try un Cuon) + 2 (Lu Ku Kure) Et (7, Kuu Cum) + 2 (CR uno Ku 0) + RK Co Tue) 2 
2 2 (X, uno &un) Er (X yuo Cu Keo) —: (Lu %uoKu Ton) + (Fly Ku Le) ae 0, 
Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 48 
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sind die erste bis fünfte und die siebente teils an sich Identitäten, teils vermöge 
(1) erfüllt. Die sechste, achte und neunte lassen sich so schreiben: 


(TEN R,E u + RK ul „) =(, (TR,EyKu oo) + (ERUUy o%,r) =(, 
2 (a LuFur Fer) en (X LT, Tau Xue) + 2 6 T,Luo ER ee (CI Kon 2 + (ul lCuu %yo) rs 0 ; 
berücksichtigt man (1), (2), (3), so überzeugt man sich leicht, daß auch sie identisch 
erfüllt sind. 
Damit ist der Liesche Satz bewiesen, Will man die Gl. der Fläche 2.0. 


selber haben, so kann man sich darauf stützen, daß die Fläche 2. O., die durch 
drei gegebene Gerade x, y; x’, y’; x”, y” geht, durch die Gl. 

ey yay’D— (yay'd) ary’ = 0 
dargestellt wird, wo & einen laufenden Punkt bezeichnet. Hier hat man dann für 
die Gerade x, y die Haupttg. x, a, zu setzen und für x’, y’ und x”, y’’ zwei unendlich 
ben. Haupttg. durch unendl. ben. Punkte der Haupttgk. « = Const., was darauf 
hinauskommt, daß 


(ax’y'P) ae (EXP) a (RX, P), (ex y"Pp) Es (&uneP) + 2 (U, oß) _ (0,2%, ,ß) 
gesetzt wird. Man erhält so die Gl. der Lieschen Fläche 2. O. in der Form 


\5) (CUX,$) (ru ru $) — Lu) + ER KurE) [2 (TRLunE) — ru) = 0, 
oder durch Benutzung von (2) in der folgenden: 

(6) ( + Ps a) (TRruR,E)° KR 20, E) (Ku%pKkun6) + 2 (Ru Kun) (CR, Xu0$) =(. 
Berücksichtigt man (3), so erkennt man, daß die Gl. (6‘, wie es sein muß, bei der 
Vertauschung von u mit ® ungeändert bleibt. 

Übrigens kann man aus den Gl. (4) auch leicht eine Parameterdarstellung der 
Fläche 2.0. ableiten. Setzt man n=0ox,+ rx, so durchläuft der Punkt n bei ver- 
änderlichen o:r eine gewisse Erzeugende der Fläche; setzt man weiter &=Ax + uzx, 
+v2,+ 0%,,, 80 liefern die Gl. (4) zwei lin. hom. Rel. zwischen 4, u, v, e, die für 
jeden Wert des Verh. 6: r eine Erzeugende der zweiten Schar bestimmen. Man 
findet so für einen beliebigen Punkt & der Fläche die Darstellung 


M) nn G (+) or)atona trat ra, 


wo o:r,und o’:r’ zwei Paare von Verhältnisgrößen sind. 

S. 538—541. Eine recht eingehende Darstellung dieser Theorie hat Lie durch 
einen seiner Schüler bearbeiten lassen: s. Arnold Peter, Die Flächen, deren 
Haupttgk. linearen Komplexen angehören, Diss: Leipzig 1895, 88 S. 8°, Sonder- 
abdruck aus dem Arch. for Math. og Naturvid. Bd. 17. Leider wird über den Weg, 
auf dem Lie seine Sätze gefunden hat, in dieser Arbeit gar nichts gesagt. 

Andre Lösungen des Problems geben: E. Keraval, Sur les surfaces dont 
les lignes asymptotiques appartiennent par leurs tangentes ä un complexe lineaire, 
Bull. de la Soc. Math. de France Bd. 39, S.134—155 (1911) und Charles T. Sullivan, 
Properties of surfaces whose asymptotic curves belong to linear complexes, Am. 
math. Soc. Trans. Bd. 15, S. 167—196 (1914). Vgl. auch A. Terracini, Su una 
superficie del sesto ordine e della sesta classe le cui asintotiche sono cubiche sghembe. 
Acc. dei Lincei vol. XXIX, ser. 5a, 5. Dec. 1920, S. 356—361; Sulle superficie le 
cui asintotiche dei due systemi sono cubiche sghembe. Nota prima. Soc. dei Natura- 
listi e Matem. di Modena, Serie V, Vol.V. Modena 1921, 28 S. 8". 

S. 538, Z. 16—21. Das wird von Peter auf S. 3f. seiner Diss. ausgeführt. 

S. 538, Z. 12,11 v.u. Vgl. Ann.V, S. 154, Z. 21—23, 1872 (d. Ausg. Bd. II, 
Abh. I, $ 3, Nr. 10). Für lineare Komplexe insbesondere ist der Satz ausdrücklich 
ausgesprochen in der G. d.B.T. S. 231, Satz 25 (1896). 

S. 538, Z. 6—4 v. u. Ann. V, S. 154. Corollar. 


Flächen, deren Hpttgk. lin. Komplexen angehören 155 


S. 539, Z. 3f. Vgl. Ann. XXV, 8. 144, 1885 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, 8 10, 
Nr. 30 hinter Theorem X). 

S. 539, Z. 6—8. Gemeint ist die Form, die F = 0 bei der auf $. 537 erwähnten 
B.T. erhält. Selbstverständlich erscheint diese Diffgl. auch bei Serret und Bonnet 
als das Ergebnis der Elimination eines Parameters aus zwei Gleichungen. Vgl. 
0. Bonnet, C. R. Bd. 36 (1853), 8. 81—84, 219— 222, 291—294, 389391, 585—587. 
Journal de l’Ecole polyt. Cah. 35, Tome 20 (1853), 8. 117—306: M&moire sur les 
surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou spheriques. C. R. Bd. 42 (1856), 
$. 1067-1070. — J. A. Serret, C. R. 36 (1853), $. 200—204, 328334, 391—393, 
432—136. Journal de Liouville, Bd. 18 (1853) $. 113—162: M&moire sur les sur- 
faces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou spheriques. C.R. 42 (1856), 
S. 109— 110, 190—194, 194. 

S. 539, Z. 16f., 2.8,7 v.u. Vgl. F. Klein, „Zur Theorie der Linienkomplexe 
des ersten und zweiten Grades“, Math. Ann. II, S. 201 (1870); Ges. Abh. Bd. I, S. 56 
(1921). 

S. 539, 2.6 v. u. Einen analyt. Beweis für diesen Satz findet man bei Peter, 
S. 11—13. 

S. 539, Z.5 v. u.— 540, Z.2. Der Beweis bei Peter, $. 27—29, ist nur eine 
rechnerische Bestätigung des Satzes, der offenbar auf ganz anderm Wege gefunden 
worden ist, und zwar, wie wohl keinem Zweifel unterliegen kann, auf Grund der 
Theorie der Monge-Ampereschen Gl. Es erscheint mir das so zweifellos, daß ich 
darin eine neue Bestätigung für meine Vermutung erblicke, daß Lie bereits, als 
er Abh. I schrieb, die Monge-Amperesche Gl. im wesentlichen so aufgefaßt hat 
wie ich es auf S. 619 ff. auseinandergesetzt habe. 

Wie auf S. 620 denken wir uns die dem El. x, y, 2, p, q unendl. ben. und 
mit ihm vereinigt liegenden El. auf die Punkte eines R, mit den hom. Koord. 
dx:dy:dp:dq abgebildet, so daß die zu unseren EI. 1. O. gehörigen EI. 2. O. 
2%, 9, 2,2, 9, r, 8, t durch die o? Geraden des lin. Komplexes 


(1) dp=rdce+sdy, dg=sdr-+tdy 

vertreten werden. Ist dann F'x, Y, 2,9, q)=0 eine beliebige part. Diffgl. 1. O., so 
werden die einem EI. dieser Gl. unendl. ben. und mit ihm verein. lieg. El. der Gl. 
durch (F,+ pF,)daı+- (F,+qaF,)ay+F,dp+ F,dq=0 bestimmt, ihre Bild- 
punkte erfüllen also eine Ebene, in der die durch die Gl. F + pF, + Fir Fs=0, 
+qF, FRER Ft = (0 definierten El. 2. O. der Gl. F= 0 liegen, und es ist 
klar, daß die oo! Bildgeraden dieser El. 2. O. alle durch den Punkt 


da:dy:dp:dq=F,:F,:—(F,+PpF,):— (F,+ qF,) 


des R, gehen, d. h. durch den Bildpunkt des zu dem El. x, y, 2, p, q gehörigen 
unendl. ben. char. El. der Gl. F=0. Man kann diese Eigenschaft geradezu be- 
nutzen, um die Diffgl. der char. Streifen von F'= 0 aufzustellen. 

Im Raume x, y, 2 sei jetzt eine Schar von oo? lin. Kompl. gegeben durch die Gl. 


(2) 2(Ay— Bxz+T)d:=0, 
wo A, B,C, A,B, F Fkt. zweier Parameter !” und V sind. Jeder dieser Komplexe 


ordnet jedem Punkte x, y, z die hindurchgehende Komplexebene zu und damit ein 
El. x, y, z, p, q, das durch die Gl. 


=(Ay— Be+Mp+Bz—Cy+A=0, 
| X=(Ay— Bxe+N)ga+Cx— 4z2+B=V0 


bestimmt ist, so daß dem Komplexe im ganzen oo°® El. angehören. Nehmen wir 
noch an, daß die Gl. (3) nach U, V auflösbar sind, so gehört zugleich jedes der 
oo° El. x, y, 2, p, q einem bestimmten der lin. Kompl. (2) an. 
Unter den 0° lin. Kompl. (2) scheiden wir nunmehr oO! aus, indem wir U 
und V als Fkt. eines Parameters © betrachten, und fragen nach allen Flächen, auf 
48* 


’ 


(3) 
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denen jede der oo! Haupttgk. der einen Schar einem dieser oO! Komp]. angehört. 
In jedem Punkte einer solchen Fläche ist dann die Komplexebene eines der oo! 
Kompl. die Tangentiaälebene der Fläche, die El. der Fläche sind daher unter den 
oo* El. enthalten, die den oo! lin. Kompl. angehören, d. h. die Fläche genügt der 
Gl. F (x, y,2,p,q)= 0, die aus (3) durch Elimination von © hervorgeht (vgl. S. 538). 
Als Koord. für die El. dieser Gl. können wir die Größen x, y, 2, © benutzen. 

Wir stellen zunächst die Diffgl. der char. Str. von F= 0 auf. Die einem EI. 
&%, y,2,p2,q von F= 0 unendl. ben. und damit vereinigt liegenden El. der Gl. 
werden, wie sich durch Diff. von (3) ergibt, durch die Gl. 


N | (Ay— Bz+N’dp— ZAA-dy+(4Ay— Bz+T)d,d0 = 0 
| (Ay— Bz+T’dq+ZAA-de +(Ay— Be + N) X, d9=0 
bestimmt; sie erfüllen in dem R,:dx:dy:dp:dgq eine Ebene 
(4') (Ay— BE+N’ Ko dp -— Pa d)—ZAA (da dc +XHdy) =D, 
der alle durch 
(6) [| Z4A-d9 — (Ay— Ba + N’ Kor - da9)=0 

| ZAA-X9 — (Ay— Be +N’Kos — gY)—0 
definierten Geraden des lin. Kompl. (1\ angehören. Diese Geraden stellen also die 
zu dem EI. 1,0. x,y,2, ® gehörigen El. 2. O. der Gl. F=0 dar; da sie alle durch 
den Punkt 

dx:dy:dp:dq= 

(6) | = (Ay— Bz + T)’Xg:— (Ay— Bz+T)?09:ZAA-®9:ZAA-Xg 
gehen, so bilden die Gl. (6) zusammen mit da=pdx-+gdy die Diffgl. der char. 


Str. von F=0. Wünscht man diese Diffgl. in den Ver. x,y,2, ® zu haben, so hat 
man wegen (4) die Proportion (6) noch durch 

(6) dq:dO=ZAA:-X9:— 2 (Ay —- Be +HT)ZAA 

zu ergänzen. 

Da aus (6) folgt daedp +dydq=0, so liefern die char. Str. die eine Schar 
von Haupttgk. auf den Integralfl. von F= 0, die nämlich, die aus Kurven des 
Kompl. L auf S. 538 besteht und die dort als die zweite bezeichnet wird. In der 
Tat, die char. Kurven, die zu den char. Str. von F'= 0 gehören, erfüllen eine 
Mongesche Gl., die sich aus (3) und aus 

dz:dy:dz=Xg:— P9:PXg — Po 
durch Elim. von », q, © ergibt; diese stellt offenbar das Umhüllungsgebilde der 
oc' lin. Komp!. (2) dar, definiert also im allg. wirklich einen Linienkompl., eben L. 
Die einzige Ausnahme ist der Fall, daß die oo! lin. Kompl. (2) ein Büschel bilden; 
der Komplex ZL reduziert sich dann auf die lin. Kongruenz, die allen Kompl. des 
Büschels gemein ist, die Haupttgk. werden Gerade dieser Kongr., und die Integralil. 
von F'=0 werden daher Regelfl., deren Erzeug. dieser Kongruenz angehören. 

Da auf jeder Integralfi. von F'= 0 die zweite Schar von Haupttgk. durch die Gl. 


() (Ay— Bz+N’dp+ZAA-dy=0, (Ay— Be+N’dgq— AA dae=0 
bestimmt wird, so erhält man für die erste die Gl. 

8) (Ay— Bxz+T?dp—ZIAA-dy=0, (Ay— Bxz+T’dgq +ZAA-.de=0, 
aus denen sich wegen (4) ergibt: d@ = 0. Die erste Schar besteht somit, wie es 
sein muß, aus oO! Kurven, deren jede einem der oo! lin. Kompl. (2) angehört. 


Verbindet man (7, oder (8) mit (1), so erkennt man, daß die Integralflächen 
von F=0 die Monge-Amperesche Gl. 


(9) (Ay— Be + MN*(rt— s) + (ZAA? = 0 


Flächen, deren Hpttgk. lin. Komplexen angehören 757 


befriedigen, wo man sich noch U und V mit Hilfe von (3) eliminiert zu denken 
hat.!) Diese Gl. ist unter allen part. Diffgl. 2. O., denen die Integralfl. von F=0 
genügen, dadurch ausgezeichnet, daß sie von den Funktionen von ®, die man für U 
und V gewählt hat, unabhängig ist, sie wird also von allen Flächen befriedigt, auf 
denen jede der o0' Haupttgk. der einen Schar einem der 00? lin. Kompl. (2) angehört. 

Da die Gl. (9) die Bedingung ausdrückt, unter der die Gl. (7) und ebenso die 
Gl. (8) mit (1) verträglich sind, so stellt sie in dem R,:dxz:dy:dp:dg alle Ge- 
raden des lin. Kompl. (1) dar, die die beiden Geraden (7) und (8) schneiden. Nach 
S. 620 sind daher (7) und (8) nichts andres als die Diffgl. der Mongeschen Char. 
der part. Diffgl. 2. O. (9\, wovon man sich auch leicht durch wirkliche Bildung der 
Diffgl. (3,), S. 619, überzeugen kann. Mithin ist (9) die part. Diffgl. der Flächen, auf 
der jede der oo! Haupttgk. der einen Schar einem der oo? lin. Kompl. (2) angehört, 
und sie besitzt die Eigenschaft, daß ihre Monge’schen Char. Haupttgk. auf den 
Integralflächen sind. 

Es ist klar, daß F' = 0 eine intermediäre Integralgl. von (9) darstellt. Man 
erkennt das übrigens auch daraus, daß aus (8) die Gl. (4°) folgt, die mit dF = 0 
gleichbedeutend ist, daß also dfF=(F +pF)dx + (F, +qaF)dy+ F, dp 
+F,dq=0 in dem R;: dxz:dy:dp:dq eine Ebene darstellt, die durch die Ge- 
rade (8) geht (vgl. S. 620f.). Das alles gilt, welche Fkt. von @ man auch für U, V 
gewählt hat. Sind daher 


(3°) U= U(x, Y,2,P, 9; V= Va, Y,2,P, q 


die Auflösungen der Gl. (3) nach U und V, so ist Q(U,V)= 0 mit der willk. Fkt. 
.Q ein allgemeines intermediäres Integral von (9). 


Nunmehr denken wir uns eine zweite Schar von 00? lin. Kompl. gegeben: 
(10) Z(ay—bxz-+y)dz=0, 


wo a,b,c, «,ß,y Fkt. von « und v sind, und scheiden daraus wieder 00! Kom- 
plexe aus, indem wir u und v als Fkt. eines Parameters # betrachten. Von unsern 
Flächen verlangen wir neben der früher gestellten Forderung, daß jede Haupttgk. 
der zweiten Schar einem der oo! lin. Kompl. (10) angehört. Unsre Flächen erfüllen 
dann außer der Gl. F = 0 noch eine zweite part. Diffgl. 1. 0. fiz,y,2,92,) =, 
die aus 


(11) | p=(ay—be+yp+bz—ceyta=0, 


1=(ay—ba+n)gater—az+ = 0 


durch Elim. von # hervorgeht, es kommen daher nur die oo® El. x,y,2,p,gq in Be- 
tracht, die den Gl. F=0 und f= 0 beiden genügen. Als Koord. dieser El. können 
wir &, y, 2 benutzen, während ® und ® als Fkt. von x, y, z durch die Gl. 


Bz—Cy+A bz—cy+a Cx—As+B cx—ar+Pß 
Ay—Bz+f ay—bz+y’ Ay—Bz+f ay—bz-+7r 


bestimmt sind. 
Die zweite Schar von Haupttgk. genügt jetzt den Diffgl. 


8) (ay—ba+y’dp— Zaa-dy=0, (ay—bz+y?dg+Zaue de=0 
und die erste den Gl. 


(7) (ay—bz+y)’dp+Zaa-dy=0, (ay—be+y"dg— Zac: de=0. 


(12) 


1) Es ist das die Diffgl. 2. O., die Peter auf S. 4—7 seiner Arbeit ableitet, 
doch ist bei ihm die Gl. mit einer gewissen Unbestimmtheit behaftet, weil die oo! 
lin. Kompl. nicht als Teil einer bestimmten Schar von ao? lin. Kompl. betrachtet 
werden. Bemerkt sei noch, daß der Fall TZAA=0, wo alle lin. Kompl. ausarten, 
nur abwickelbare Flächen liefert. Von dieser Möglichkeit sehen wir im folgenden ab. 
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Für die den Gl. F=0 und f=0 gemeinsamen El. muß daher (8°) mit (7) und (7’) 
mit (8) zusammenfallen, d. h. es muß aus (12) die Gl. 


Be + Sau 
(Ay—Ba+M: "(ay-bety 


folgen, so daß die neue Forderung wieder die alte Monge-Amperesche Gl. (9) 
liefert. Aus (12) aber ergibt sich 


(18) 0 


ZAA _Z4bz— ey +24 Lau _=a(Bz— Cy)+ aA 
Ay—Bxz-+f ay—bz-+y  ay—ba+y Ay—Bz-+f ; 
demnach kann das Glsyst. (12), (13) durch das System der drei Gl. (12) und 
(14) Z2(Ar+Aa)=0 


ersetzt werden. Die Gl. (14) muß hier für alle Werte von © und # identisch erfüllt 
sein, weil jeder der &! lin. Kompl. (2) eine Haupttgk. der ersten Schar und jeder 
der 00! lin. Kompl. (10) eine der zweiten Schar enthalten soll; sie sagt aus, daß 
Jeder der oo! lin. Kompl. (2) mit jedem der ©! lin. Kompl. (10) in Involution liegt. 

Ferner ergibt sich wie vorhin, daß alle Integralfl. von {= 0 die Monge-Am- 
peresche Gl. 


(9) (ay—ba+ (rt —s)+ (Zac)’— 0 


erfüllen, wo noch u und v vermöge (11) zu eliminieren sind, daß (7’), (8°) die Diffgl. 
der Mongeschen Char. von (9°) sind, und daß f=0 ein intermediäres Integral von 
(9°) ist. 

Für die gemeinsamen El. von F=0 und f=0 fällt nun, wenn (14) für alle 
Werte von © und # erfüllt ist, die Gl. (9°) mit (9) zusammen, zugleich ist (7’) mit 
(8) und (8°) mit (7) identisch. Da, wie wir früher sahen, die Gl. dF= 0 eine Ebene 
darstellt, die durch die Gerade (8) geht, so stellt df= 0 eine Ebene dar, die durch 
die Gerade (7) geht; folglich trifft die Schnittgerade der beiden Ebenen dF= 0 und 
df=0 die beiden Geraden (8) und (7) und gehört dem lin. Kompl. (1) an. Erinnern 
wir uns daher an die Gestalt, die die Gl. des lin. Kompl. (1) in Ebenenkoord. hat 
(S. 621), so erkennen wir, daß für alle den Gl. F=0 und f=0 gemeinsamen El. 
die Gl. [Ff]=0 gilt, daß also die Gl. F=0, f=0 ein zweigl. Involsyst. bilden, 
das oo! Integralfl. besitzt. 

Ist die Gl. (14) für alle Werte von U, V und «u, v erfüllt, liegt also jeder der 
co? Kompl. (2) mit jedem der oo? Komp. (10) in Invol., so liefern (9) und (9’) die- 
selbe Monge-Ampe&resche Gl.; sind ferner: 


11‘) wu, y,2,2, 9), v=vin, Y, 2, D, q) 

die Auflösungen von (11) nach u,v, so ist (u, v)=0 mit der willk. Fkt. @ ein 
zweites allgemeines intermediäres Integral von (9). Nach Abh. XIX, 8. .287 ff. ist da- 
her: [Uu]=[Ur])=[Vu]=[Vve]j=0, dagegen [UV]=#0, [wo] $&0 und die Gl. 
(9) kann durch B.T. die Form: s= 0 erhalten (S. 540, Z. 16—13 v. u.). 

Es seien (2) und (10) zwei involutorische Scharen von je oo! lin. Kompl., es 
sei also (14) für alle Werte von © und # identisch erfüllt. Sind dann die sechs 
Fkt. A, B,C,A,B, FT von ® durch r unabh. lin. hom. Rel. mit konstanten Koefhi- 
zienten verknüpft, so bestehen zwischen den sechs Fkt. a,b, c, «, ß, y von ® min- 
destens 6— r unabh. Rel. dieser Art (vgl. Peter, a.a. 0.8. 14); die Zahl r kann 
demnach nur 2, 3 oder 4 sein. Ist r=2 oder —=4, so bilden entweder die oo! 
lin. Kompl. (10, oder die Kompl. (2) ein Büschel und unsre Flächen sind, wie schon 
erwähnt, Regelflächen, deren Erzeugende der lin. Kongruenz angehören, die allen 
Kompl. des betr. Büschels gemeinsam ist (S. 540, Z. 5—7). Schließen wir diesen 
Fall aus, so muß r—3 sein, und es ergibt sich, daß die oo! Kompl. (2) und die &' 
Komp!. (10) zwei in Invol. liegende Bündel von je 00? lin. Kompl. bestimmen. Hier- 
. nach ist zugleich klar, daß zwei solche involutorische Bündel von lin. Kompl. den 
einzigen Fall liefern, wo die 00? lin Kompl. (2) mit den oo? lin. Kompl. (10) in In- 
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vol. liegen, und daß zu jedem solchen Paare involut. Bündel eine Monge-Ampöre- 
sche Gl. gehört, auf deren Integralflächen immer die oo! Hpttgk. der einen Schar 
oo! lin. Kompl. des einen Bündels, die >! Hpttgk. der zweiten Schar oo! lin. Kompl!. 
des zweiten Bündels angehören, 

Aus Abh. XIX, S. 288f. entnehmen wir schließlich, daß U, V und «, v zwei 
dreigliedrige zu einander reziproke homogene Funktionengruppen bestimmen, die 
eine hom. Fkt. 1. O. als ausgezeichnete Fkt gemein haben. Diese ausgez. Fkt., die 
nach $. 290f. durch Quadratur gefunden werden kann, ist die char. Fkt. (vgl. S. 742) 
einer inf. B.T., bei der jede Fkt. der beiden Fktgr., also auch jede der Fkt. U, V, 
4, v und somit zugleich die Diffgl. (9) invariant bleibt (S. 540, Z. 13—9 v. u.) Man 
kann demnach eine inf. B. T. aufstellen, bei der das zweigliedrige Involsyst. 
(U, V)=0, o(uw, v) = 0 inv. bleibt, welche Fkt. auch 2 und ® sein mögen; für 
die unbeschränkt integrable totale Diffgl. in drei Veränd., die diesem Involsyst. ent- 
spricht, kennt man daher stets einen Integrabilitätsfaktor (vgl. Abh, XIV). 

Die verschiedenen möglichen Fälle sind bei Peter einzeln behandelt (a. a. O. 
S. 18—71). Den allgemeinen Fall, wo die beiden involutorischen Bündel von lin. 
Kompl. eine nicht ausgeartete Fläche 2. O. bestimmen, erwähnt Lie auch in den 
Leipz. Ber. von 1895, S. 500—502 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. XXIII, Abt. Il): man findet 
da die Diffgl., die diesem Falle entsprechen. 

S. 540,2.8—5 v. u. Gemeint ist natürlich die Abb. Ann.V (d. Ausg. Bd. II, Abh. ]). 

S. 540, 2.4, 3 v. u.— 541, 2.1. Vgl. Ann. V, S. 227, (a. a. 0.8 21, Nr. 68). 

S. 541, 2.5—8. Die Dupinschen Zykliden sind ja die Flächen, in die sich 
die Flächen 2. Grades verwandeln, wenn man die Liesche B.T. ausführt, bei der 
die Geraden in die Kugeln übergehen. 

S. 541, Z. 9—14. Vgl. Ann. V, 8. 231f. (a. a. 0. $ 22, Nr. 70). 

S. 541, Z. 16—19. Vgl. S. 388 und 733. 

S. 541, Z. 22—24. Für den Punkt p, der isotropen Geraden, der auf dem Kugel- 
kreise liegt, wird ja die Entfernung pp, unbestimmt. 

S. 541, Z. 26—31. In der Selbstanzeige, S. 547, Z. 12—15, weist Lie selber 
darauf hin, daß dieser Schluß nicht richtig ist. Vgl. andrerseits Abh. XXXIX, S. 549, 
Nr. VI und Abh. XL, S. 5ö4f. 

S. 541, Z.3—1 v.u. Vgl. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, 
Leipzig 1899, S. 641ff. 

S. 542, Z. 2—7. Christ. Forh. 1871, S. 87 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XI, $ 7, Nr. 18); 
Ann. V, S. 166 (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $7, Nr. 23). Vgl. ferner Leipz. Ber. 1897, 
S. 729—740 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, 3 3). 

S. 542, Z. 8-10. Gemeint ist der nichteuklidische Raum, in dem jene nicht 
ausgeartete Fläche zweiten Grades als Fundamentalfläche der Maßbestimmung dient. 

S. 542, Z. 15f. „Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algebri- 
ques et sur la theorie des imaginaires.“ In der 2. Ausgabe (Paris 1896 bei A. Her- 
mann) findet man die Trf. auf S. 123 in der Form: 

ER IR Y WER 

x Mm’ yım M 2m M ' 

wo M=x’+y?+z?-+ R*. Man überzeugt sich leicht, daß vermöge dieser Trf 
jede Kugelfläche des Raumes x, y, z in eine Fläche 2. Grades des Raumes x’, y', z 
übergeht, welche die Kugel z?+y’®+2’?— R’—=0 längs eines Kreises berührt; 
somit gehen die euklidischen Kugelflächen über in die Kugelflächen des nichteukl. 
Raunes, bei dem diese Kugel Fundamentalfläche ist, also auch die euklidischen 
Krümmungslinien in die nichteuklidischen. 

S. 542, 2.5—2 v.u. Die B.T., bei denen die euklidischen Krümmungslinien 
solche bleiben, sind keine andern als die, bei denen die Schar der euklidischen 
Kugelflächen inv. bleibt. Man braucht daher nur diese B. T. vermöge der im Texte 
erwähnten P.T. zu transformieren. Genau ebenso verfährt man bei den in Betracht 
kommenden Diffgl. 
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S. 542, 2. 19-23. Imschenetsky, Abh. II, Kap. IV, 8 18, Nr. 128—130. In 
Nr. 131 wird dann noch ein allgemeineres Ergebnis abgeleitet, das in Lies Aus- 
drucksweise so ausgesprochen werden kann: Die Monge-Amperesche Gl. geht bei 
jeder B. T., die durch eine Aequatio directrix von der Form: z=w(x, ya;y,r) 
definiert ist, in eine Gl. von derselben Art über. 

S. 542, Z. 23f. Lie denkt dabei jedenfalls an das, war Imschenetsky am 
Schlusse von Nr. 127 seiner Abh. sagt. 

S. 543, 2. 10—8 v. u. Die Gl. von der Form r= Fx, y, z, p, q) sind dadurch 
charakterisiert, daß die beiden Wurzeln der Gl. der Char. zusammenfallen und daß 
y = Const. eine integrable Komb. ist. Kennt man daher für eine Gl. (a), die auf die 
Form r—= F zurückführbar ist, eine integrable Komb. (x, y, z, p, q), so hat man 
nur zwei Fkt. X, # so zu bestimmen, daß [BX]=0, [9%] =0, [X#]—0, und 
führt dann die durch: !=X, y=d, = % bestimmte B.T. aus. 

8. 548, 2.6—2 v.u. Vgl. 8. 751, Z. 6f. 

S. 544, 2.8—6 v.u. Die Abb. Ann. XI ist erst 1877 erschienen, gibt aber 
den Inhalt der 1874 veröffentlichten Abh. wieder, die hier als Nr. XIV abgedruckt ist. 

S. 544, 2.6—4 v.u. Vgl. Abh. XIV, S. 191, Z.8-3 v.u., 194, 2. 5-3 v.u. 

S. 544, Z. 11 v.u. Nämlich zur Berechnung ohne Integration. 

S. 545, Z. 1—5. Für alle Gruppen von P.'TT. der Ebene hat Lie das ausge- 
führt in der Abh. Klassifikation und Integration usw. I, Arch. Bd. VIII, 1883 (d. 
Ausg. Bd. V, Abh. X). 

S.545, 2.4,3 v.u. Halphen, Sur les invariants differentiels, Thöse, Paris 1878. 

S. 545, 2. 9—6 v. u. Gemeint ist die Form $. 544, Z. 18 v. u. Hier kann man 

_49 ‚49 „49.49 
ar Fe Pa er Pe FE 
Bd. V, Abh. X, Einl. von Abschn. I) und erhält somit eine gew. Diffgl. zwischen 9, 
und 9,. 

S. 545, 2.6, 5 v.u. Das Problem, die durch die Gl. zwischen , und g, dar- 
gestellte Diffgl. zu integrieren, hat die Normalform, die in Abh. XIV, S. 194, Z. ı1 
bis 6 v. u. angegeben ist. Bei der weiteren Integration muß eine Untergruppe der 
gegebenen Gruppe verwendet werden; die „zweite Weise‘, in der man verfahren 
kann, besteht daher vermutlich darin, daß man die Gl. zwischen g, und , durch 
eine Diffgl. zwischen den Fundamentalinvarianten einer Untergruppe ersetzt. Zahlreiche 
Beispiele für dieses Verfahren enthält die Abh. Klassifikation und Integration ...II, 
Arch. Bd. VIII, 1883 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XI), vgl. da etwa Nr. 5, 6, 9 und be- 
sonders 22, 23, 24. 

S. 546, Z. 4—8. Ich kann keine frühere Stolle finden, wo Lie das wirklich 
ausgesprochen hätte. In der Abh. Klass. u. Integr... II, Arch. Bd. VIII, S. 258, 1883 
(d. Ausg. Bd. V, Abh. XI, $ 1, Schluß von Nr. 5) spricht er allerdings den Satz aus, 
daß immer, wenn die Gruppe nicht zusammengesetzt ist, d. h. wenn sie keine inv. 
Untergruppe enthält, jede Untergruppe mit möglichst vielen Parametern eine Hilfs- 
gleichung liefert, durch deren Integration das ganze Problem erledigt ist, weil alle 
dann noch fehlenden Lösungen durch Differentiation gefunden werden können. Er 
fügt hinzu, diesen Satz habe er früher in viel allgemeinerer Form aufgestellt. Lei- 
der kann ich nicht sagen, welche Stelle einer früheren Abh. er dabei im Auge ge- 
habt hat. In Abh. XIV, S. 188 ff. findet sich überhaupt keine Andeutung dieser Art, 
in den Ann. XI, 1877, S. 518 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, $ 12, Nr. 31) sagt er nur, 
ınan könne in jedem einzelnen Falle das allgemeine Problem in mehrere einfachere 
zerlegen, und bespricht dann, freilich nur andeutungsweise, verschiedene besondere 
Fälle. Auch in späteren Arbeiten kann ich keine Verweisung finden, die erkennen 
ließe, an welche frühere Äußerung er gedacht hat. Nicht einmal Ann. XXV, 1-85, 
S. 8389 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 2), wo er den Satz für eine beliebige, also auch 
für eine zusammengesetzte Gruppe ausspricht und beweist, deutet er an, daß man 
es mit einem besonderen Falle eines allgemeineren Theorems zu tun hat. Man ist 
daher ganz auf Vermutungen angewiesen, wenn man herausbekommen will, auf 


setzen (vgl. Arch. VIII, S. 196—198; d. Ausg. 
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welche seiner Theorien er sich bezieht und welche viel allgemeinere Form des Satzes 
er meint. Leider haben die Versuche, die ich in dieser Richtung gemacht habe, bis- 
her noch zu keinem befriedigenden Ergebnis geführt. 

S. 546, Z. 8—13. Diese Vereinfachungen beruhen darauf, daß die Hilfsgl. eine 
bestimmte kanonische Form erhalten kann; vgl. Ann. XXV, S. 186—147, 1885 (d. 
Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 10, Nr. 28—31\. Der Fall einer Hilfsgl. 2. O., der dort unter 
q= 2 behandelt ist, führt auf ein sim. Syst. von der hier in Abh. XXXIX, Nr. I, 
S. 548 und in Abh. XL, $ 1, S. 551—552 betrachteten Art; damit ist auch erklärt, 
warum die Kenntnis eines Integrals der Hilfsgl. genügt. Vgl. übrigens $. 762. 

S. 546, Z. 13—16. Diese ersten Untersuch. sind hier in Abh. XIV dargestellt. 

S. 546, Z. 15—11 v.u. Ausgeführt in der Abh. Klassif. u. Integration ... III, 
Arch. VIII, 8. 371—451, 1883 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XIV, 8 1—10). 

S. 546, 2.10—8 v. u. Vgl. die Anm. zu 8. 545, 2. 1—5. 

S. 546, Z. 7—2 v. u. Denselben Satz spricht Lie auch in der 1885 erschienenen 
Selbstanzeige von Abh. XXXVII aus, hier S. 536. Hoppe zeigt in der Abh. „Über 
die Darstellung der Kurven durch Krümmung und Torsion“, Crelle Bd. 60, $. 182—187 
(1862), Bd. 63, S. 122—140 (1364), wie man Raumkurven aus ihrer „spezifischen“ 
Gleichung, d. h. aus der zwischen r= /(ds:g) und ®—= /(ds:r) bestehenden Re- 
lation bestimmen kann. Er führt die Aufgabe auf eine gewöhnliche lineare homogene 
Diffgl. 2.0. zurück, also im Grunde auf eine Riccatische Diffgl. Erst nachdem die 
gelöst ist, tritt die Bogenlänge in die Rechnung ein; wählt man für g eine bestimmte 
Funktion von s, so ergeben sich x, y, z als Funktionen von s durch Quadraturen. 

Ist $—= w(r), benutzt man die Bezeichnungen von S. 531f., so daß x’, y, z 
die Richtungskosinus der Tangente sind, u, v, w die der Binormalen, führt man aber. 
r als unabhängige Veränderliche eine, so treten an Stelle der Gl. (8) und (9) von 
S. 532 diese: 


dx ’ ’ du ’ \ ’ ’ 
er Alu ga, ml — wy) 
und (10) nimmt die Form an: 


Af)= + Z(yw — Di + 0'(r) Zw — u). 0. 


Demnach wird: A(p)=—iy1i1-+g°!(1-+ or) p) 
und man kommt auf die Riccatische Diffgl.: 


a, (# £ rn) BEN 


Lie denkt sich nun offenbar, ähnlich wie auf S. 534, für eine willkürliche Funktion 
%,(r) gesetzt und wählt die willkürliche Funktion »’(r) so, daß die letzte Gl. erfüllt 
wird; dann ist die Riccatische Gl. durch Quadraturen lösbar. Wie auf $. 534 findet 
man nunmehr «’, y’, 2’, u, v, w als Funktionen von r, und wenn man die gegebene 
Gleichung 2 (s,r,%) = 0 binzunimmt, sind x,y,z als Funktionen von s durch Qua- 
draturen bestimmt. 

S. 547, 2.7 v.u. Vgl. Abh. XL, 8. 554. 

S. 547, 2.6—3 v.u. Friedrich Schur, Geometrische Untersuchungen über 
Strahlenkomplexe 1. u. 2. Grades, Berliner Diss. von 1879, S. 1—9, wieder abge- 
druckt Ann. Bd. XV, S. 432—439. Vgl. auch die Anm. zu S. 542, Z. 2—7, 15f. 


Zu Abhandlung XXXIX, S. 548—550. 


Diese Abh. ist ebenso wie die nächstfolgende in Paris geschrieben, wo Lie 
am 3. 11. 1882 in der Societe math&matique de France einen Vortrag über seine 
Integrationstheorien von 1874 gehalten hatte Vgl. Ann. XXV, S. 74f. (d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. III, Einl.). 
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S. 548, Nr. I, II. Vgl. die ausführlichere Darstellung ‘in Abh. XL, Nr. 1—4, 
S. 551—553. 

S. 548f., Nr. III. Vgl. Abh. XXXVIII, S. 546, Z. 4—8 und die Anm. dazu. 

S. 549, Nr. IV. Vgl. Abh. XIV, S. 193f. und die Anm. dazu. Welchen Nutzen 
man aus der Kenntnis der endlichen Trf. der Gruppe ziehen kann, das ist ein- 
gehend entwickelt Ann. XXV, S. 136—147 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, $ 10). Der auf 
Z. 15—18 erwähnte Fall liegt in Abh. XXXVII, S. 531—535 vor und dort ist das 
Integrationsproblem in der Tat auf eine Riccatische Gl. zurückgeführt. Daß das 
immer geht, wenn die inf. Trf. der Gruppe in den hier angegebenen Beziehungen 
stehen, das hat Lie nicht für nötig gehalten ausdrücklich auszusprechen, der Leser 
muß es herauslesen. Man beachte, daß Lie 1877, Ann. XI, S. 518f. (d. Ausg. Bd. IV, 
Abh. III, $ 12, Nr. 31) die Zurückführbarkeit auf eine Riecatische Gl. noch nicht kennt. 

S. 549, Nr..V. Vgl. Untersuch. über Diffgl. III, Christ. Forh. 1883, Nr. 10 (d. 
Ausg. Bd. V, Abh. XII) und Th. d. Trfsgr. Bd. I, Kap. 20, S. 378—382 (Leipz. 1888). 

S. 549, Nr. VI. Auch hierdurch sind die aus einer gegebenen Fl. konst. Kr. 
abgeleiteten Flächen noch nicht richtig gekennzeichnet, ebensowenig wie durch die 
Behauptung in Abh. XXXVII, S. 541, Nr. 5. Ein richtiges Kennzeichen gibt Lie 
erst in Abh. XL, S. 554f. 

S. 549, Nr. VII. Die Koeff. E, F, G@ des Bogenelements der Fl. haben augen- 
scheinlich die Werte: 


E=V,;, =D’, F=V,„U,c08®; 
berechnet man daraus das Gaußische Krümmungsmaß Ä der Fl., so kann man 


auch e durch « und » ausdrücken. Bezeichnet man andrerseits die unbekannten 
Richtungskosinus der Flächennormalen mit X, Y, Z, so ist (vgl. 8. 723): 


1 1 PER, 
Ty MET na ZY) ,= 7 
mithin: ZdX?= — K(Edu?—2Fdudv+Gdv) 
a | 
und ZdXd«= -——— | X, Y,Z, dudv=—2y— K(EG— F?, dudr. 
Ban X, 3 Z, 


Nun aber stellen die Gl.: &=x-+eX,... den einen Mantel der Zentrafläche dar, 
d ird: 
EU zdf? — Elde+odX+Xde)! 
—= Zdx’+0?zdX?+de’+?2eFdXda, 
wo alle vorkommenden Ausdrücke bekannt sind. Nach Abh. XXVI, S. 388 ist daher 
% S ag 
fe 979 VEdE! — de?= Const. 
die eine Schar von Krümmungrlinien, und die andere Schar kann man ebenfalls an- 
geben. 


S. 550, Nr. VII. Es sei: edx?+ 2fdxdy-+ gdy* das bekannte Bogenelement 
der Fl. in den Ver. x, y. Setzen wir: du = e(Xdy— Yda), dv=g, (A, dy— Y, de), 


so ergibt sich: EoY:+2Foo YH, +Go’Y'=e 
—- Er XY- Fe AH + I) CK h=f 
Eo’X?+2Feog,  XX, +60’X'=9, 
und wenn wir hieraus mit Hilfe von &—= 0 die Unbekannten E, F, @ eliminieren, 
so erhalten wir im allgemeinen eine Relation zwischen e,o, und x, y. Ähnlich wie 


in Abh. XIII, $. 186 ergibt sich jetzt eg durch eine Quadratur und dann g, ohne In- 
tegration. 
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Zu Abhandlung XL, 8. 551—555. 


S. 551f., Nr. 1—3. Eine sehr eingehende Darstellung dieser Theorien findet man 
in Lie-Scheffers, Kontin. Gr., Leipz. 1893, S. 778—791. 

S. 552, Z. 6. Auch hier bedeutet „linear“ so viel wie „projektiv“. 

S. 6552, Z.6 v.u., 553, Z.4—6. Vgl. Mathematiske Meddelelser, Christ. Forh. 
1884, Nr. 8 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XV). 

S. 552, 2.6—4v.u., 553, Z.1,2. Die Note ist erschienen in Nr. 22, S. 535—557. 
An der von Lie angeführten Stelle wird eigentlich schon die nachher (hier $. 553, 
2.4) erwähnte Ausdehnung der Theorie verwertet, denn an die Stelle der allgemeinen 
projektiren Gruppe tritt die fünfzehngliedrige Gruppe aller B.T., die Kugeln in 
Kugeln überführen, eine Gruppe, die allerdings in den von Lie benutzten Kugel- 
koordinaten projektive Form erhält. Lie denkt sich eine Schar von oo! Flächen des 
Raumes gegeben, bei der jede Fläche durch eine inf. B.T. von der angegebenen Art 
in die unendlich benachbarte Fläche der Schar übergeht. Die inf. B. T. bestimmt das 
zu integrierende simultane System, und die Flächenschar ist die bekannte Integral- 
gleichung dieses Systems. 

S. 553, 2. 2f. „Sur les systemes formes d’öquations lineaires ä& une seule va- 
riable independante“, C. R. Bd. 90, 1830, S. 524—526, 596—598. Vgl. Lie-Schef- 
fers a. a. 0. S. 771. 

S. 553, Z. 4—6. Dabei wird vorausgesetzt, daß die endlichen Trf. dieser Gruppe 
bekannt sind. 

S. 553, Nr.5. Vgl. die Anm. zu $. 546, Z Aff., 549, Nr. IV. 

S. 558, Z. 15f. Die Worte: „deren ... bekannt sind“ können nach einer spä- 
ter von Lie gemachten Bemerkung weggelassen werden (s. die vorhin erwähnten 
Math. Meddelelser von 1884). 

S. 553, 2.9, 3 v.u. Beide Male bedeutet „linear“ so viel wie „projektiv*‘. 

S. 553, 2. 9—5 v.u. Vgl. Ann. XXV, S. 74 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, Einl.) 
und Halphen, Sur les invariants differentiels, Thöse, Paris 1878, sowie: Sur les 
invariants differentiels des courbes gauches, Journ. de l’Ee. polyt. Tome 28, Cah.-47, 
S. 1—102 (1880). 

S. 553, 2. 4—1 v. u. Auf diese Stelle bezieht sich, was Lie in den Math. Ann. 
X\XV, 8.74, 2.9,8v.u. — 75, Z.2 (d. Ausg. Bd.VI, Abh. III, Einl.) sagt. Vgl. auch 
die schon erwühnten Meddelelser von 1884. 

S. 554f. Die hier beantworteten Fragen hatte Lie schon in Abh. XXXVIII, 
S. 541, Nr. 5 und in Abh. XXXIN, S. 549, Nr. VI besprochen, war aber zu unrich- 
tigen Ergebnissen gelangt. 

Um ganz sicher zu gehen, führen wir homogene Punkt- und Ebenenkoord. ein, 
so daß ein Flächenel. durch die acht Größen x,, u, (=1,..., 4) bestimmt wird, 
zwischen denen die Relation: Zu,x2, = 0 besteht. Die durch die Gl. (1), S. 399 dar- 
gestellte Beziehung zwischen den Flächenel. der ursprüngl. und der transform. Fl. 
läßt sich dann folgendermaßen ausdrücken: 


zu,0,=0, Zu, =0, Zu0,_=0, Zur, = 
(1) 


BR BE 
; ’ ’ ’ a q r} .. 
Duu=0 Deu) atntr‘, 
i i 


wo die Summation nach » immer von 1,..., + geht. 
Aus diesen Gl. folgt: 


1.8 RAR 
Pi] u) 0, Pi wu u). 
i i 


Ist daher erstens nicht u, :4,:4, = u,':%,':u, , so ergibt sich: 


U — U = (un, — uU), 
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wo i, k,j eine zyklische Permutation der Zahlen 1, 2, 3 bedeutet und 6 einen Pro- 
portionalitätsefaktor; folglich wird: 


o ‚ 242 ‚2 2 SQ,’ 
(2) (m, — "= ata,'n =6 Dur Yu; 


Ist zweitens u, :%:%=u, ':u,':u,', ohne daß weder u,, Ug, U, noch u,', U, , Us 
alle drei verschwinden, so wird: + %°+u,’= 0, ferner können wir setzen: 
u; =ru,(i=1,2,3) und bekommen: (u,’ — ru), —=0, (u — ru), —=0. 

Ist nun &,, %, ein El, dessen Punkt x, im Endlichen liegt, während die Ebene 
u, isotrop ist, also der Gl. u,’+u,’+%,°= 0 genügt, so liegt der Punkt x,’ des 
El. x,’, w,/ nur dann im Unendl., wenn die Gerade zwischen den Punkten x, und 
x, isotrop ist; in jedem andern Falle sind x, und x,’ beide von Null verschieden. 
Dann aber kann die Gl. (2) nicht bestehen, es kommt somit nur die zweite der 
vorhin erwähnten Möglichkeiten in Betracht, und zwar wird offenbar u, =ru, 
für» —=1,...,%, d. h. die Ebenen der beiden EI. x,, vw, und x’, u,’ fallen zu- 
sammen. 

Es seien jetzt: 2z,=g9,d, u =x,() v=1,..., 4) oo! El. einer Fläche von 
der kunst. Kr. —1:a?, und zwar mögen die Punkte dieser El. eine im Endlichen 
liegende Kurve bilden, während die Ebenen sämtlich isotrop sind, so daß y,*?+x%,° 
+%°=0. Auf einer jeden der oo! abgeleiteten Fl. konst. Kr. hätten dann die oo! 
entspr. El. x,’, u,’ im allg. dieselben Ebenen, d.h. es wäre u" =y,Ü)(w=1,...,4), 
während die x, den Gl. Zu,’ x, =0, Zu, dx, =0, Zx, du, = 0, also insbeson- 
dere den Gl. Zx,'x,) =0, Zx,'xy, (f) = 0 genügen müßten. Hiernach würden die 
Punkte der El. x,', u,‘ eine Kurve bilden, die der von den Ebenen u, =y,(t) = 
1,..., 4) umhüllten abwickelbaren Fl. angehörte, es wäre also die Verbindungslinie 
der Punkte x, und x,’ immer die durch den Punkt x, gehende Erzeugende dieser 
abwick. Fl., während sie doch jede beliebige durch x, gehende in der Ebene u, lie- 
gende Gerade sein kann. Damit stoßen wir auf einen Widerspruch, es sei denn, daß 
die Punkte x,=gp,(t) auf einer Geraden liegen: dann fallen nämlich die oo! iso- 
tropen Ebenen u, = x,(t) alle zusammen, so daß also die abwickelbare Fl. auf 
eine Ebene zusammenschrumpft. Das aber ist das in Nr. 6, S. 554 abgeleitete Er- 
gebnis. 

Liegt der Punkt x, des El. «,, w, jm Endlichen und ist die Ebene u, nicht 
isotrop, so gilt Gl. (2); der Punkt x,’ fällt daher nur dann ins Unendl., wenn die 
Verbindungslinie der Punkte x, und x,’ isotrop ist, und zwar gehört das El. r,’, u,’ 
dann offenbar dem Kugelkreise an. Erinnern wir uns nun, daß bei der Bianchi- 
schen Konstruktion aus einer geg. Fl. konst. Kr. immer eine neue Fl. konst. Kr. er- 


halten wird, wenn man auf der geg. Fl. o0' geod. Linien kennt, die durch einen . 


unendl. fernen Punkt der geg. Fl. gehen, und daß die Verbindungslinie jedes Punk- 
tes P der geg Fl. mit dem entspr. Punkte P’ der neuen Fl. die durch P gehende 
jener 00! geod. Linien berührt (s. S. 727), so erkennen wir, daß die Gerade PP’ 
dann und nur dani. eine isotrope Gerade ist, wenn die durch P gehende jener oo! 
geod. Linien eine Minimalkurve ist. Jedem EI., dessen Punkt P auf dieser Mini- 
malk. liegt und dessen Ebene E die geg. Fl. konst. Kr. berührt, entspricht dann ein 
El. der neuen Fläche, dessen Punkt P’ auf dem Kugelkreise liegt und dessen Ebene 
E’ isotrop ist, also den Kugelkreis berührt. Da nun die Ebene E’ durch die iso- 
trope Tangente PP’ der Minimalkurve geht, so ist sie augenscheinlich die zu P 
gehörige Schmiegungsebene jener Minimalkurve. 

Wählt man daher auf der gegebenen Fl. konst. Kr. irgend eine Minimalkurve 
und auf dieser einen unendl. fernen Punkt, so gibt es unter den oo! abgeleiteten 
Fl. konst. Kr. immer eine, die längs des Kugelkreises von den Schmiegungsebenen 
der betr. Minimalk. berührt wird. 


N © VE 


Die Bianchische und die Bäcklundsche Trf. 165 


Zu Abhandlung XLI, S. 556560. 


Eine Selbstanzeige dieser Note findet man in Bd. V d. Ausg. unter Nr. XIIa. 

S.556, 2.7—12. Über Bianchis Operation vgl. Abh. XXVI, S. 388f., XXVIIl 
und XXX, über die Bäcklundsche dessen auf S. 725 angeführte Abh., über die 
Liesche hier Abh. XXVla, S. 893, XXXIII, S. 4771. 

Bei der Bäcklundschen Op. werden jedem Flächenel. mit dem Punkte P und 
der hindurchgehenden Ebene E oo! Flächenel. so zugeordnet, daß immer der Punkt 
P, in E liegt und von P den konstanten Abstand a hat, während die Ebene K, 
durch P, und P geht und mit E einen konstanten nicht verschwindenden Winkel 
w bildet.') 

Wir denken uns wie in Abh. XXX, S. 421ff. die Oper. auf einen Element- 
streifen ausgeführt, bei dem die Ebenen seiner Elemente die Schmiegungsebenen der 
von den Punkten der El. gebildeten Kurve sind. Behalten wir dann die Bezeichnun- 
gen von S. 736 bei, so werden jedem Flächenel., das aus einem Punkte «x, y, z der 
Kurve C und der zugehörigen Schmiegungsebene besteht, oo! Flächenel. zugeordnet, 
deren Punkte die Koord.: 

2, =x+a(acos®-+1!sin®),... 
haben, während die Richtungskos. X,, Y,, Z, der Ebenen sind: 
X, =esinw(— asin®--Llcos®)-+ eAcosw,... (=+1) 


unter # einen Parameter verstanden. 
Die Bedingung EX, x,’ = 0 liefert jetzt für # die Diffgl.: 


: 1 1 
(1) -- ++ 


Soll ferner jeder transformierte Elementstreifen wieder so beschaffen sein, daß die 
Ebenen seiner El. die Schmiegungsebenen seines Punktorts sind, so muß EX, 'x, = 0 
werden, was die Gl. r’= a’: sin?w ergibt, aus der sofort s,'*= 1 folgt. Wählen wir 
8 —=1unds,=s, so wird: 


cot w 


) sin 8. 


; 1, cotw 1, cotw a 
Bi BE TE r 1, oteo\ „a . 
&, «(1 asin (+ = )) +7asin# cos (+ ® ) 1 2 sin # 
X =, =-—:asinwsin®- elsinw .cos®# + 84 cos w 
| 
(2) 11 = —corsin® cos®sinw (1 +") + 
i 1 cot w sin 20\ E 
. . an RN i 
+ el (cos 8 sin w (- + e ) SR, 8) sin w cos#. 
R dh, : s de, b 
Die Gl. EP l,:r, liefern nunmehr: ,=r und die Gl. gr :@, ergeben: 
s sin a 2asin® /1 cot w 
a are ze) 
Wählen wir daher e= — a:rsinw, so haben wir für r=a:sin w zu setzen e= — 1 
und bekommen: h 
(3) KB ER art, ed 
Pı E a 
während für r= —a:sinw wird e=- 1 und: 
in? 
(3) EDER, Yard 1. 
e @ 


1) Vgl. die auf $. 737 angeführten Arbeiten von O. Roeleke und G. Scholl- 
meyer. 
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In beiden Fällen komnit: 


e—: c—® 
(4) SEA, on, > ö !l=-—sin®: 


bezeichnen wir daher den Winkel, den die Tangente der durch x,, Y,, 2, gehenden 
transformierten Kurve mit der nach dem Punkte x, y, z gezogenen Geraden bildet, 
mit 9, soitd, =#+m. 

Um diese Formeln auf eine Fläche von der konst. Kr. — 1:a? anwenden zu 
können, ersetzen wir das bisherige a durch asinw. Wir betrachten irgend einen 
Punkt x, y, z einer solchen Fläche und bezeichnen mit r=a, oe und s Torsionsh. 
Krümmungsh. und Bogenlänge der einen hindurchgehenden Haupttgk., mt T—=-— a, 
o und 5 dieselben Stücke für die andere Haupttgk., unter © verstehen wir den 
Winkel, den die beiden Haupttgk. im Punkte «x, y, z bilden. Dann ist «—=r,, 
“=x,, also @«,=&,, aus ze=1, Za°—=1 folgt daher: Ze,=0 = Zox,, 
Zaa,=0=Xüa,. Ferner ist: 


Zaa—=c®, Zal=—sin 0, Zal=sin® 


und durch Differentiation der ersten Gl. kommt: 


= Emo 
20,04 eh = —sin®-©, N ” 
woraus: 
1 1 
5 er 
(5) 8 B: 3 6 


Vgl. Abh. XXXI, S. 448f.; hier ist das Vorzeichen des einen Krümmungsh. an- 
ders gewählt. 

Wenden wir jetzt die Bäcklundsche Transf. auf die Fläche und auf die bei- 
den Haupttgk. an, so erhalten wir zwei Winkel $ und ®, die in der Beziehung 
8=#— # stehen, und es wird, weil a durch a sinw ersetzt ist: 


N LERNT. LE . ztgtw 


sowie wegen (5) und ®=#—®: 
L 9 : t4: 
(7) ——- =sin® tg eh er — ein 9 2 3m. 


08 a 8 


Ferner ergibt sich für die transformierten Kurven, die wieder Haupttgk. werden: 


«a = a(1 — 2sin?®# cos’4w) +21sin® cosd cos’; w—A sin ® sin w 
w=0(l—2 sin?® sin®4 w) + 21 sin® cos ® sin’}w +4 sin ® sin w, 


woraus wegen: @—=«cos@+1sin ©, = — «sin © +1cos ®, 1—4 folgt: Zu, &, 
— cos(#® + #). Genau ebenso wird: 31,«, =sin(#® + 9), so daß der Winkel ®, 
zwischen den transformierten Haupttgk. den Wert: ©, =#-+ # bekommt.') 


Man findet so schließlich: 
(8) 9, = 29 — ©, 


1) Für die Bianchische Oper., die dem Werte w=4 7 entspricht, beweist 
Lie das in Abh. XXX, S. 438. 
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wo # den Gl.: 
08 Fi ie: D tg} w 
—— ._ Te A — ._ ._— nr te 
(9) cr ®,+ sin® ar sin (# — ©\ = 


genügen muß.') 
Denken wir uns jetzt eine Fl. von der konst. Kr. —1:a* gegeben durch eine 
Lösung @ (s, 5) der Diffgl. a*®, — sin # und führen wir auf diese Fl. die Liesche 


Op. aus, so erhalten wir: R 
8,=0 (es —) 
c 
wo c beliebig wählbar ist. Durch Ausführung der Bianchischen Op. ergibt sich 


sodann: 0,388, 
wo ® aus den Gl. 


er : 90, 4 RE 
Da SF Er Ye 


zu bestimmen ist, und endlich kommt durch Ausführ. der zu Lies Op. inversen Op.: 
Br. 
o, = o, (—, c5), 


Setzen wir hier für den Augenblick cs=o, $:c=°, s0 wird: ©, = 2# (o, 6) — 
© (6, 6), wo: 


0% 0 # : 0% e S 
Ra Fr O (6, +, ind, DE me — 9), 
mithin: oO, ae 20 (8, $) EREE O(s, 8), 


und zwar ist ® durch die Diffgl. (9) bestimmt, wenn man c=tg4w setzt. Damit 
ist die Behauptung S. 556, Z. 7—12 bewiesen. Vgl. Bianchi, Differentialgeometrie, 
Leipzig 1899, 8. 459f. 

S. 556, 2.5, 4{v.u. Vgl. S. 733. 

S. 556, Z. 12—15. „Unt. d. bek. Vorauss.‘ kann sich wohl nur auf den Satz 
beziehen, den Bäcklund auf S. 26 seiner Arbeit in Nr. 22 ausspricht und der fol- 
gendes besagt: Ist eine Fläche konst. Kr. gegeben und kennt man eine der oo! Fl, 
die aus ihr durch die Bäcklundsche Trf. hervorgehen, so kann man durch bloße 
Quadraturen &9® neue Fl. konst. Kr. ableiten. 

Andrerseits hat aber Bianchi folgendes bewiesen: Kennt man bei einer einzigen 
Fl. konst. Kr. für jeden Wert von w die oo! Flächen konst. Kr., die die Bäcklund- 
sche Transformation liefert, so kann man durch bloße Differentiationen und Elimi- 
nationen alle die Fl. konst. Kr. finden, die sich durch fortgesetzte Anwendung der 
Bäcklundschen Transformation ergeben; zugleich kann man auf allen diesen 
Flächen die Gleichungen der geodätischen Linien hinschreiben. Bianchi, a. a. O. 
S. 461—466. 

Der Hauptvorzug der Bäcklundschen Trf. gegenüber der Lieschen besteht 
darin, daß sie ebenso wie die Bianchische als eine Trf. der Flächenelemente des 
Raumes aufgefaßt werden kann und also eine unmittelbare geometrische Deutung 
zuläßt, was bei der Lieschen nicht der Fall ist. Ich erinnere mich aus Gesprächen 
mit Lie, daß dies auch seine Ansicht war. 


1) Die Integrabilitätsbed. der Gl. (9) liefert die bekannte Gl. a’ =sin# 
die aussagt, daß die Fl. mit dem Bogenel. ds’ +2cos Odsds + ds? die konst. Kr. 
— 1:a? besitzt. Da die den Haupttgk. der urspr. Fläche konst. Kr. entsprechenden 
Kurven offenbar &»! Flächen mit dem Bogenel. du? + 2 cos ©, du dv + dv* erfüllen 
und da.©,, wie aus (8).und (9) hervorgeht, dieselbe Diffgl. befriedigt wie ©, so 
ergibt sich, daß die transformierten Fl. in der Tat wieder die konst. Kr. — 1:a? 
haben. 
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S. 556, 2. 3—1v.u. Vgl. Abh. XXVla, S. 393, Z. 7—4 v.u., Abh. XXXIII, S. 478. 

S. 556, 8. 11—9 v.u. Bäcklund, Om ytor usw., $5. J. Weingarten, Über 
die Eigenschaften des Linienelementes der Flächen von konstantem Krümmungsmaß. 
Crelle Bd. 94, S. 181—202 (1883), besonders S. 196— 200. 

S. 557, Z.4 v. u. Vgl. auch die Anm. zu S. 396, Z. 11—14, 8. 731. 

S. 557, 2. 8—11. Es sei F' eine geg. Fl. konst. Kr. und F', eine der oo! Fl., 
die durch die Bianchische Konstr. geliefert werden. Ist dann P ein Punkt von F' 
und P, der zugehörige Punkt von F\, so sind die 00? Geraden PP, die Tangenten 
von oo! geod. Linien von F', denjenigen nämlich, die durch einen gewissen unendlich 
fernen Punkt von F' gehen (vgl. S. 389, 726). Benutzen wir die S. 766 eingeführten 
Bezeichnungen, so müssen wir für den Fall der Bianchischen Transf. w = 4 
setzen; es ist » gleich dem Winkel ®#, den die Gerade PP, in P mit der durch P 
gehenden Tangente an die Haupttgk. 5 = Const. bildet. Demnach ist » eine par- 
tikuläre Lösung des folgenden Systems von Diffgl. 

0v sin» 09v sin(w— ©) 


M Eee 0. 2.08 a 


Man kann übrigens auch aus diesen Gl. unıittelbar erkennen, daß die oo? 
Geraden PP, die Tangenten von oo! geod. Linien der Fläche F' sind. Es sei o die 
Bogenlänge einer beliebigen der 00! Kurven, die von den Geraden PP, berührt 
werden, dann ist do’=ds?—+2cos@dsds-+ ds?, und für jeden Punkt x,y,z der 
Kurve wird Zx,x’=cosv, Zx,2°= cos (9 — v), wo der Akzent die Ableitung nach 
6 bedeutet; mithin sind | 
(2) s’+c0 0-5’ —=cosv, c89-’+35—=co(9 —») 
oder 
E ae, ee 
2) ee "Te 
die Diffgl. dieser 00! Kurven, dabei unter v» eine gewisse Lösung von (1) verstanden. 
Erinnert man sich nun, daß die Diffgl. der geod. Linien folgendermaßen lauten: 
3) s’+ c080-5”— sin ®: 9.5°”=0 

c8 9:s’"+5”— sin9-9,8’—=0 
und differentiiert man (2) unter Berücksichtigung von (1), so findet man leicht, daß 
immer, wenn v» eine Lös. von (1) ist, die oo! Integralkurven von (2) die Gl. (3) 
befriedigen und also geod. Linien sind. 

Schreibt man die Diffgl. unsrer oo! geod. Linien in der Form sinvds + 
+ sin(v — O)ds5 = 0, so erhält man für die senkrechten Trajektorien die Diffgl. 
cosvds + cos (v — ©) ds —= 0, und das Bogenel. der gegebenen Fläche ist in der Form 

(cosv ds + cos # — 9) ds)’ + (sinv» ds + sin (v» — ©) d5)? 


darstellbar. Hier ist cos » ds -+ cos (v— ®)ds ein vollst. Diff., wovon man sich auf 
Grund von (1) leicht überzeugt. Setzt man dieses vollst. Diff. = — du, so wird 


uU 
e *(sinvds+ sin — O)ds)—= dv 
ebenfalls ein vollst. Diff. und das Bogenel. der geg. Fl. erscheint in der bekannten 
Form du? + e?“'@dv®, woraus hervorgeht, daß unsre 00! geod. Linien wirklich einen 
unendlich fernen Punkt der geg. Fl. gemein haben. 

S. 557, Z. 12—19. Es sind das die Diffgl., die wir hier mit (1) bezeichnet 
haben. Auf S. 429 ist allerdings bloß die erste dieser Gl. wirklich aufgestellt, aber 
die andre ergibt sich ohne Schwierigkeit (vgl. S. 437 f., 766f.). Die Riccatische Form 
erhält man, wenn man tg4»v als Unbekannte einführt, und die Zurückführung 
auf eine Riecatische Gl. mit einem Parameter geschieht durch Anwendung des 


Verfahrens S. 628. 
S. 567, Z. 17—13 v. u. Gött. Nachr. 1874, Nr. 22, d. Ausg. Bd. V, Abh. 1. 
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S. 557, Z. 11—9 v.u. Die Gruppe der Diffgl. der geod. Linien einer Fläche 
von konst. nicht verschw. Kr. ist allerdings achtgliedrig (s. Abh. XXII, $. 355), ent- 
hält aber eine dreigliedrige Untergr., die aus allen Trf. besteht, bei denen das 
Bogenel. der Fl. inv. bleibt. Diese Untergr. läßt nur zwei Scharen von je 00! Kurven 
inv., nämlich die Minimalkurven; sie transformiert jede dieser Scharen dreigliedrig. 
Die Bestimmung dieser dreigliedrigen Gruppe aus ihren Definitionsgleichungen ist 
ausgeführt in der Abh. Klassifikation und Integration ... III, 1883, Arch. Bd. VIII, 
S. 429. (d. Ausg. Bd. V, Abh. XIV, Nr. 26). 

8. 558, Z. 5. Vermutlich bezieht sich dieses Zitat auch auf die Anm. $. 330, 
Z. 2, 1v.u. (hier $. 423, Z. 2,1 v. u.), denn die beiden Scharen von Haupttgk. unter- 
scheiden sich eben durch das Vorzeichen des Torsionshalbm. 

S. 558, Z. 11f. „Memoire sur la representation des homographies binaires par 
des points de l’espace avec application ä l’etude des rotations spheriques, $. 299 
bis 367 (1883). 

S. 558, Z. 15, 19. Man denke sich das Bogenel. der Fläche in der Form 
du? —2cos®dudv-+-.dv?; vielleicht hat aber Lie versehentlich die beiden Vor- 
zeichen verwechselt. 

S. 558, Z. 13—10 v. u. „Om ytor... .“, am Schlusse, Not. II, Nr. 2. 

S. 558, 2. 8-6 v.u. Es wird nämlich 


day + aa ELIA T Ay Fand. 


(+ p’+q9} 

S. 568, Z. 6—4 v. u. Bonnet, Note sur la theorie gönerale des surfaces. 
C. R. 37, 1853, S. 529—532. Vgl. Bianchi, Differentialgeom. $. 366. 

S. 559, 2. 1—3. Verbiegt man eine M-Fl. so, daß sie M-Fl. bleibt, so ist das 
sphärische Bild der neuen Fl. entweder dem der ersten kongruent oder dazu sym- 
metrisch. Andrerseits ergibt die Bäcklundsche Trf., wenn man die Richtungskos. 
der Normalen mit A, B, C bezeichnet, A=:iA:(C, B=iB:(, C’’=1:(, mithin 
wird 

3, 9 ES di Za4r. 


S. 559, Z. 4—12. Den Beweis für diese Behauptungen hat Lie 1884 gegeben. 
Ann. XXIV, 8. 550—553, 564—566, 567—569 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. II, $ 2, Nr. 9, 
8 3, Nr. 13 u. 14). 

S. 559, 2. 16v.0.—5 v.u. In der kurzen Note von 1882 ist nur gesagt, daß es 
bei Diffgl., die eine Gruppe mit bekannten endlichen Trf. gestatten, zweckmäßig ist, 
gewisse kanonische Veränderliche einzuführen (vgl. S. 751); es sind das dieselben 
Ver., die in Abh. XXXVII, S. 543, Z. 3, 2 v. u. als Fundamentalinvarianten be- 
zeichnet werden. Für den Fall, daß das vorgelegte Syst. von Diffgl. eine endliche 
kont. Gruppe der Ebene definiert, findet man die Ableitung der kanonischen Form 
in der Abh. „Klassifikation und Integration ... . III“, Arch. VIII, S. 391—399, 1883 
(d. Ausg. Bd. V, Abh. XIV, $ 4, Nr. 7--10). Auf diese Theorie bezieht sich die Be- 
merkung Z. 8—5 v. u. Der allgemeinere Fall, daß das Syst. eine beliebige endl. 
oder unendl. Gruppe definiert, wird in der Abh. „Die Grundlagen für die Theorie 
der unendl. konst. Trfgr. II“ erledigt, Leipz. Ber. 1891, S. 379—392 (d. Ausg. Bd. VI. 
Abh. XII, $ 13). Der allgemeinste Fall, auf den sich Z. 16—23 bezieht, kann ähnlich 
erledigt werden. 

S. 559, 2. 15—5 v. u. Einige ergänzende Bemerkungen macht Lie hierzu in 
den Mathematiske Meddelelser, Christ. Forb. 1884, Nr. 8 (d. Ausg. Bd. V, Abh. XV), 

S. 559, Z2.4,3 v.u.— 560, Z. 2. In den eben erwähnten Meddelelser bemerkt 
Lie, daß noch der Umstand berücksichtigt werden muß, ob die größte Gruppe, in 
der die zu bestimmende Gruppe invariant ist, bloß eine endliche Anzahl von Para- 
metern enthält oder ob sie unendlich ist. Das „früher“ bezieht sich auf Math. Ann. 
XI, S. 519 (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, Schluß von $ 12). Daß die betreffende Gl. (1) 

Sophus Lie: Gesammelte Abhandlungen. Bd. III. 49 
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die Riccatische Form erhalten kann, ist da allerdings noch nicht gesagt; man 
kann das aus Arch. VII, S. 443f. entnehmen (d. Ausg. Bd. V, Abh. IX). 

S. 560, Z.5—3 v. u. Vgl. Abh. XIV, S. 188 ff. 

S. 560, Z2.8,2v. u. Hat man nämlich den Normalfall (S. 194), daß das vollst. 
System A,f=0,..., A,f=0 in den Ver. &,,...,%, bei einer (n — g)-gliedrigen 
Gruppe mit den bekannten inf. Trf. X, f, ..., X, _ en | inv. bleibt und daß zwischen 
den A,f und X,f keine lin. hom. Relation besteht, so kann man immer erreichen, 
daß alle (A,A;) und alle (4,X,) verschwinden (Ann. XXV, S. 81, d. Ausg. Bd. VI, 
Abh. III, 81, Nr. 3); dann aber ist A, f, -- , A,f, 5  CERRN 4 eine n-gliedrige 
Gruppe, deren Bestimmung die Integration des vollst. Syst. nach sich zieht. 


Zu Abhandlung LXIL, S. 561f. 


S. 561, Z. 11—13. Einen Beweis dieses Satzes findet man in der G.d. B.T., 
S. 231—233 (Leipzig 1896), einen andern Beweis enthält die folgende Anm. 

S. 561, Z. 14—17. In der G.d. B.T. wird dieser Satz auf S. 308 dahin ver- 
vollständigt, daß die Torsion durch die Diffqu. 1. O. der Koord. des Punktes be- 
stimmt sei, aber der dafür gegebene Beweis ist nicht stichhaltig, denn die auf 
S. 310, Z. 17f. benutzten Differentiationen sind unzulässig, Auf dieses Versehen hat 
schon A. Demoulin hingewiesen: „Sur les courbes dont les tangentes appartiennent 
ä un complexe“, C. R. 124, S. 1077—1079 (1897). 

Jeder Linienkomplex wird durch eine Mongesche Gl. !=w(«, y, z, y’) be- 
stimmt, der 00° Gerade genügen, es ist also w,+ yw, +ww,=0. Ist der Kom- 
plex nicht linear, also Wr 0, 80 erhält man aus g=un, P=W— yw,, durch 
Elimination von y’ eine nichtlineare partielle Differentialgl. F'(x, y, 2,9, q) = 0. 
Daß diese zu einem Linienkomplexe gehört, zeigt sich darin, daß der Ausdruck 


@ (F.+PF,)F,+(F,+qF,)F, 
vermöge F = 0 verschwindet (vgl. Ann, V, S. 189f., d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 14, 
Nr. 40). 


Offenbar befriedigt jede dem Komplexe angehörige Kurve die Gl. 2’ = w.y". 
Die Schmiegungsebene einer nicht geradlinigen Komplexkurve hat daher die Rich- 
tungskosindus = egA,u=eB, v=o(l,wA=p, B=q,C=—1undeg’ZA’=1; 
für einen nichtlinearen Komplex berührt sie demnach den dem Punkte x, y, 2 zu- 
geordneten Mongeschen Kegel und bestimmt mit dem Punkte ein Flächenelement 
der Gl. F= 0, während sie für einen lin. Kompl. mit der Komplexebene des Punktes 
x, y, 2 zusammenfällt. Das Quadrat der Torsion wird 

za  . ZUdB— Bias... 1 (3 
Zde? (ZANA+Y?+uNda? (249° \ da)’ 
die Torsion selber mithin, wenn das Vorzeichen in der üblichen Weise bestimmt 
wird (vgl. 8. 422, Z.1 v. u. und die Anm. S$. 737) 
WytYwytww,4tYyuyy Be, +%,w, — u Y” 
24° | 1 +w,’+ (w - yw,.)” 
Dieser Ausdruck wird dann und nur dann für alle y’ von y” unabh., wenn w die 
Form hat: w=« (x, y, 2) + f(x, y, 2)y', wenn also der Komplex linear ist. Wegen 
der Bedingung für w genügt hier ß der Diffgl. ß,+ßß,—=0, die Torsion erhält 
daher den Wert (a, + ß«,):(1 + «*-+ ß?), der auch von y’ frei ist. 

Bei einem nichtlinearen Linienkompl. hängt demnach die Torsion der durch 
einen Punkt gehenden Komplexkurven nicht bloß von der Kurventangente, sondern 
auch von der unendl. ben. Tangente ab, beim lin. Komp]. ist sie dagegen sogar 
von der Richtung der Tg. unabhängig. 
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S. 561, Z. 18—25. Die Gl. D,, haben die Form r +2 Ns + N:t=0, die Gl. 
Dy\ aber diese: rt—s’=6®, wo N und ® Fkt. von x, y, z, p, q bezeichnen; es 
sind das die part. Diffgl. 2. O., auf deren Integralfl. die Mongeschen Char. Haupttgk. 
sind (Ann. V, $. 210f., 232, d. Ausg. Bd. II, Abh. I, Nr. 56 u. 71). Für die Gl. D/, 
die nur eine Schar. von Char. besitzen, lauten deren Diffgl. 


(2) dy— Ndx=0, dp+Ndg=0, 
für die Gl. D// dagegen 
(3) dp+iyddy=0, dgqFiydde—=0 (vgl. 8. 619). 


Ist nun = w(@,y,2,y') ein Linienkomplex, so findet man durch Auflösung 
der Gl. p+qgN=w(a,y,2, N) eine D,,, deren Char. sämtlich die Mongesche 
Gl. des Kompl. befriedigen, auf deren Integralfi. also alle Haupttgk. der einen Schar 
dem Komplexe angehören (vgl. G. d. B.T, S. 370— 373, 655). Der Gl. D/, genügen 
alle Integralfi. der part. Diffgl. 1.0. F(«, y, 2, p, =0, die der Mongeschen GI. 
z2’= w entspricht, außerdem aber noch alle dem Komp]. angehörigen Regelflächen. 

Denkt man sich oo! nichtlin. Linienkompl. durch eine nichtlineare GI. 


F (x, y, £,P, )=e 


gegeben, wo der Ausdruck (1) identisch verschwindet, so gehört zu jedem dieser 
Komplexe eine D,, der eben betrachteten Art. Andrerseits aber kann man auch 
verlangen, daß jede Char. von D,, einem dieser 00! Kompl. angehört. Dann muß 


dF=(F,+pF,)ä@+(F,+gF,)dy+ F,dp+F,dq 


vermöge (2) verschwinden, was für N den Wert 


KR_.PRtpF, 
K TER, 


liefert. Auf jeder Integralfl. der betr. D/, gehört jede Haupttgk. der einen Schar 
einem der Kompl. an, entweder derart, daß sie alle demselben Kompl. angehören, 
dann hat man eine Integralfl. einer bestimmten Gl. F=c, oder derart, daß sie sich 
auf die o0' Kompl. verteilen. Hier ist also F' = Const. ein intermediäres Integral 
der D,, (vgl. Ann. V, S. 212; d. Ausg. Bd. VI, Abh. I, Nr. 57). Diese zweite Art 
von D,, erwähnt Lie erst in den Math. Meddelelser, Christ. Forh. 1884, Nr. 8, 
d. Ausg. Bd. V, Abh. XV. 

Verlangt man endlich, daß alle Char. einer D,/ einem der oo! Kompl. an- 
gehören, so muß dF' vermöge (3) verschwinden, und man findet 


(2 


Auf jeder Integralfl. dieser D,/ gehört jede Haupttgk. der einen Schar einem der 
o0' Kompl. an, und zwar können die Haupttgk. entweder auf die oo! Komplexe 
verteilt sein oder alle demselben angehören. Im letzten Falle hat man eine Integralfl. 
einer bestimmten Gl. F=c; auch hier ist F= Const. ein intermediäres Integral 
der D,. 

Auf S. 250 von Ann. V (d. Ausg. ‚Bd. II, Abh. I, Nr. 80) betrachtet Lie den 
Fall, daß je zwei der oo! Linienkompl. 00' gemeinsame Integralfi. haben. Er denkt 
dabei wohl an eine Diffgl. von der Form 


AF(z,y2,»2,)tu® (,y,2,92,)=t0, 


die für beliebige Werte des Parameters A: u zu einem Linienkompl. gehört und bei 
der [F&] vermöge F=0, d=0 verschwindet. 
S. 561, 2. 6—3 v. u., 562, Z2.1—4. Ist z=f(x,y) die Gl. der Fläche und ist 
dz=a(x,y,2)de+ ß(x,y,z)dy die Pfaffsche Gl., die den lin Kompl. bestimmt, 
49* 
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so kommt die hier gemachte Voraussetzung auf folgendes hinaus. Es muß drei solche 
Fkt. A, u, v von ©, y geben, daß die Ausdrücke 


ıkrdc + +yYs®—rt)dy), ulrde+(s—YVs’--ridy), 
v(p— de +(q--Pdy) 

der Reihe nach gleich du, dv, du + dv werden. Da hierdurch die Verhältnisse u : A 
und »:4 bestimmt sind, kann man A,:A und A,:A berechnen und erhält aus der 
Integrabiltätsbed. die part. Diffgl. 4.0. für die Fläche. Ist nun der lin. Kompl. nicht 
ausgeartet, so kann man ihn durch Lies berühmte B.T. in den Komplex der 
Minimalgeraden überführen. Dabei werden die Haupttgk. u = Const., v = Const. 
zu den Krümmungslinien der transformierten Fl., und die Kurven « + 9 = Const. 
gehen in die eine Schar von Minimalkurven über. Das Bogenel. der transf. Fl. be- 
kommt daher die Form 6 (dw? — dv?), worin liegt, daß die Krlin. isotherm sind. 
Die Weingartensche Note hat den Titel „Über die Differentialgleichung der Ober- 
flächen, welche durch ihre Krümmungslinien in unendlich kleine Quadrate geteilt 
werden können “ Berl. Monatsber. 1883, II. Halbbd., S. 1163—1166. 

In den Math. Meddelelser, Christ. Forh. 1884, d. Ausg. Bd. V, Abh. XV gibt 
Lie einen Weg an, um part. Diffgl. 2. O. aufzustellen, deren Integralfl. isotherme 
Krümmungslinien haben. Man vgl. auch die folgende Anm. 

S. 562, Z. 5—14. Schon am 23. 4. 1882 schreibt Lie an F. Klein: 

„Man erhält interessante Klassen Flächen, wenn man verlangt, daß zwei unter 
den drei Diffgl., welche die Krümmungslin., die Haupttgk. und die Minimalkurven 
bestimmen, eine gemeinsame inf. Trf. gestatten. Auf den betr. Fl. können die entspr. 
Kurven bestimmt werden. 

„So z. B. sind die Fl. mit isothermen Krümmungslin. dadurch charakterisiert, 
daß ihre Krümmungslin. und ihre Minimalk. drei gemeinsame inf. Trf. gestatten. 
Beispiele sind die Fl. konstanter mitt- 
lerer Krümmung. 

„Die Fl. konst. Kr. gehören zu 
denjenigen, deren Krümmungslin. und 
Haupttgk. drei gemeinsame inf. Trf. ge- 
statten.‘) Die Minimalfl. sind dadurch 
charakterisiert, daß ihre Krümmungs- 
linien, Haupttgk. und Minimalkurven 
drei gemeinsame inf. Trf. gestatten. 
| „Wendet man die Kugelabbildung 

Fig. 3. an auf eine Fl. mit isothermen Krüm- 

mungslin., eo erhält man eine Flächen- 

familie, die eine merkwürdige projektivische Definition gestattet. Eine solche 

Fläche läßt sich nämlich in der Weise mit konsekutiven Haupttgk. überdecken, daß 

alle Diagonalen (des einen Systems) in den inf. Parallelogrammen einem gemein- 

samen linearen Komplexe angehören. Auch diese Flächenfamilie verdient ein 
spezielles Studium.“ 


1) Vgl. hierzu Abh. XXIV, S. 373, 384 f.. 
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Außerdem werden Mitteilungen gemacht aus einer ungedruckten Abhandlung 
Lies von 1872: S. 600, 604, aus einer ungedruckten Abhandlung über seine Er- 
weiterung der Cauchyschen Methode: 8. 599, 627, endlich auf $. 619 aus einem 
von Klein ausgearbeiteten Entwurfe zur Fortsetzung der gemeinsamen Arbeit 
Math. Ann. IV, 1871 (d. Ausg. Bd. I, Abh. XIV). 


1) Da Lie nur seiten den Tag angibt, an dem er den Brief geschrieben hat, 
so muß oft der Tag aushelfen. an dem A. Mayer ihn erhalten oder beantwortet hat. 
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Sachregister 


Sachregister. 


Aquivalent, s. Gruppe. 

Algebraisch, s. Diffgl. 

Allgemeine Involutionssysteme, 3. d.; 
allgemeiner Fall 617, 618. 

Amperesche Transformation 622. 

Angehören, s. Gruppe. 

Ausgezeichnet, s. Gruppe. 


Bäcklundsche Trf., s. Flächen konst. 
Kr., Kurven konst. Tors. u. Minimallfl. 

Bahnkurven einer inf. Trf. 593. 

Basis einer Funktionengruppe 638. 

Berührungstransformationen. Ihre 
Rolle i. d. Theorie der part. Diffgl. I, 1.— 
Gleichungen einer B.T. I, 1, 4; 588 — 
590. — Begriff der B.T. und Gleichun- 
gen, durch die sie bestimmt sind. IV, 
18. — B.T. des Raumes z, &,,...,, 
VII, 35, Anm. — B.T.in x,p 49, Satz 5. 
— Homogene B.T. VIII, 66. — Im 
Plückerschen Sinne Wechsel des 
Raumelements IX, 96, Anm. 3. — Be- 
griff der B.T. 97 £.— Erste Bestimmung 
aller B.T. 100. — Mangel dieser Best. 
101. — Neue Best. 102. — Wann die 
G.’=2Z,2/=X,9,—=P,eineB.T. 
bestimmen 103f., 112, 116. — Die Gl. 
[@,@,] = 0 bleibt bei B.T. erhalten 
112. — B.T. zwischen x, p 104f. — 
Erste Best. 104f. — Zweite Best. 106 f. — 
Beweis, daß man so alle erhält 107—109. 
Charakt. Gl. für die B.T. inx,p 114, 
Satz. — B.T. in 2,x,p 116, 653. — 
Homogene B.T. 116 —119. 

‚Ausführung einer B.T.auf d. Lös. einer 
Diffgl. IV, 22f. — Diffgl., die bei einer 
B.T. in ein System von Diffgl. über- 
geht IV, 23, 593, 633. — Eulersche 
B.T. XII, 159, 172, 174, 622. — Gibt 
es B. T. höherer Art? V, 27, Anm., 636. 
Gleichungssysteme 2,(x, x’) = 0, die 

keine eigentliche B.T. bestimmen XVII, 
252—259. — Liefern gleichviele Rela- 
tionen zwischen den x,p und den x’, p’ 
255f., XXI, 350f. — Man erhält eine 
Trf. der char. Mann. eines Involutions- 
syst. XVII, 258f. Vgl. 689f. 

— Infinitesimale B.T. bei Gl. 1. u. 
höherer 0.1,2 — Inf. B.T. zwischen 
x, p XX, 298, 612f. — Inf. hom. B.T. 


XVI, 226. — Inf. B.T. in o,y,2,p, q 
XXXIV, 481; in z,x,p 613—615. 
B.T. in x,p die ein geg. vollst. Syst. 
(F, F) = 0 in ein anderes gegebenes 
überführen 303; bei denen ein x nur 
um eine Konstante geändert wird 
303—309; s. Funktionengruppen und 
kanonische Systeme. 
B.T., die die Gruppe d. Translationen 
inv. lassen 622f., 742; desgl. die 
‘ Gruppe der Bewegungen XXXIV, 487, 
742f., desgl. die Diffgl. der Fl. konst. 
Kr. 480—487. — B.T., die geodät. 
Kurven in g. K. verwandeln 487f.; 
die jede Fl. konform transformieren 
488—490, 743. — Bestimm. der B.T., 
die ein Syst. v. Diffgl. inv. lassen 490f. 
Liesche B.T., die Hpttgk. in Krüm- 
mungslin. überführt XXIX, 420 ce); 
XXXIUI, 478; XXXVII, 537, 541. — 
B.T., die euklid. Hpttgk. in nicht- 
euklid. Krl. verwandelt, euklid. Krl. 
in nichteuklid. 542, 759. — Vgl. Diffgl. 
Beschränkt integrables totales System 
IV, 25, Anm. 
Besselsche Funktionen 747. _ 
Bianchis Tıf., s. Flächen konst. Kr., 
Kurven konst. Tors. 
Bilineare Kovariante 603. 
Bourscher Satz VII, 49, 590, 645f. 
Büschel von Ebenen im R, I, 8. — 
B. von oo?2-1 Er—2+1 mit M"-2 als 
Achse XV, 210. 


Cauchysche Methode zur Integration 
part. Gl. 1. O. 591; enthält eine Er- 
weiterung des Lagrange-Monge- 
schen Begriffs Charakteristik I, 1; II, 7; 
II, 14; neu formuliert 593 u. auf Sy- 
steme von Gl. erweitert IV, 25; VII, 34, 
Anm. 1; 54; 599, 608, 627, 635. 

Charakteristiken s. Diffgl. (part.). — 
Ch. einer Pfaffschen Gl. 664. 

Charakteristische Fkt. eines kanoni- 
schen Systems XX, 303; einer inf. B.T. 
614, 1742. — Char. Kurven, Streifen, 
Mann. s. Diffgl. (part.). — Char. Rich- 
tungen im Raume 2, x, p 602; im 
Raume x, p 639f. 

Clebschs Theorie des Pfaffschen Pro- 
blems 1X, 98; X, 121; 651. 


1) Die kursiv gesetzten Seitenzahlen beziehen sich auf die Anmerkungen. 


.II. Partielle 1. ©. 
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Darbouxs Theorie part. Gl. höh. O. I, 2; 
IV, 18; 585; nicht anwendbar auf d. 
Diffgl. d. Fl. konst. Kr. XXXI. 

DeterminiertIX, 104,652; X, 121, 653f.; 
XI, 127—147, 655—657, 659, Z.12— 15. 
Differentialgleichungen. I. Line- 
are totale. Eine unbeschränkt inte- 
grable G]. in n Ver. auf eine gew. 1.0. 
in 2 Ver. zurückführbar III, 13; IV, 17, 
Anm. — Unbeschr. int. Syst. von p Gl. 
in n + 1 Ver. auf ein sim. Syst. in 
p + 1Ver. IV, 16f.; VII, 32; 41, Anm.2; 
vgl. Mayersches Theorem. Zusammen- 
hang mit den Syst. lin. part. Diffgl. IV, 
17,2.9v.u.— 18, 2.4; 25; 595f. 

«) Vorläufige 
Darstellung. Charakteristiken (char. 
Kurven) I, 1; 591, 593; char. Streifen 
I, 1f.; 1,7; II, 14; 596f. — Integral- 
M „, die einander in e. Punkte berühren 
I, 2; I, 7. — Char. M, eines Syst. von 
p Gl. I, 2. — Zwei Gl. in Involution 
II, 6; III, 15; IV, 19; 603ff. Ihre char. 
Kongruenzen (M,) 11,7; III, 15. — Er- 
zeugung einer gemeins. Integral-M, _ı 


II,7.— Zurückführung der 2 Gl. auf eine 


in 1 Dimension weniger II, 7f., 627; 
III, 13; IV, 17. — Red. eines Syst. von 
qGl.innVer.auf1Gl.inn--q+1Ver. 
III, 14. — Char. Mann. des Syst. III, 15. 
— Lies Methode zur Int. e. part. Gl. 
1.0. II, 9£.; III, 14. — Die erforder!l. 
Integrationsop. 11, 10; III, 14. — Warum 
eine solche Methode zu erwarten war 
II, 10. — Vermeintliche Nichtausdehn- 
barkeit auf das Pfaffsche Problem II, 
10; dagegen V, 27f.; XI, 126; 627. — 
Vergleich mit Mayers Methode IV, 16f. 
Vgl. Cauchysche Methode. 

Elemente einer Gl. IV, 20; 589; vgl. 
Element. — Gl. zwischen z, &,,...,x, 
als part. Diffgl. 1. O. IV, 20; 589. — 
Die Ver. x,p als gleichberechtigt 592. 
— Neue Fassung des Integrationsprobl. 
einer Gl. 1.0. 21, 589, 591. — All- 
gemeine u. vollst. Lös. 21, 592. 

Invariante Eigensch. gegenüber B.T. 
IV, 19. — Eine gegenüber P.T. inv. 
Eig. ist die Zahl der Gl. in 2,%,,...,%, 
die eine vollst. Lös. darstellen 19f., 21, 
23, 25, Z. 9-11. — Gl. im RA, mit 
vollst. Lös., die durch 2 Gl. dargestellt 
wird 21f, 631f. — Abl. der char. Str. 
aus einer vollst. Lös. 632. — Klassif. 
der part. Gl. im R, 23f. — Bedeutung 


ßf) Zusammenhängende 


der Klassif. 692, 698, 728, 730. — 
Char. Eigensch. solcher Gl. 24. — Ihre 
Zurückführung auf ein totales Syst. in 
5 Ver. 24f., 633f.; im R, 632. 
Integr: einer Gl., die hom. von nullter 
OÖ. in den p ist VIII, 74. — Pfaffs 
Auffassung des Integratprobl. e. part. 
Gl. 1.0. II, 10; IX, 99; X, 120; 592, 
Anm. — Die char. Streifen unabh. von 
der Form der Gl. 599; kovariant gegen- 
über B.T. 599f. 
Darstel- 
lung. Hilfsproblem XI, 150—152. 
— Allgemeinstes Problem der part. 
Diffgl. 1.0. 155. — Erweiterter Begriff 
der Lös. 592. — Integral-M, 156; vgl. 
X, 125, Anm. — Ohne Integr. lösbare 
Gl. XU, 156. — Bestimmung aller In- 
tegral-M,_, einer Gl. im R„;ı 156; 
aller Integral-M„_, von q Gl. 157. — 
Char. Streifen 158, 591, 596; durch 2 
unendl. ben. ver. lieg. El. 160f., 597. — 
Die Integral-M, sind im allg. von char. 
Str. erzeugt 157—160, die einer vollst. 
Lös. (163) immer 160, Theor. IL. — Zwei 
Arten von Integral-M, 598. — Konstr. 
von Integral-M, aus char. Str. 162, 
597f. — Vollst. Lös. X, 120, Anm. 1; 
XII, 163. — Beweis ihrer Existenz 163. 
— Konstr. von Integralmann. aus einer 
vollst. Lös. 164f., 601, 672f.; sie liefert 
jede nicht sing. Integral-M,, 165f.; jede 
solche ist von char. Str. erzeugt 166f., 
598. — Abbildung der char. Str. 167, 
Anm., 600, 674. — Die gemeinsamen 
Integral-M,, von zwei Gl. 172, 604. — 
Ein Syst. von q Gl. führt immer auf e. 
Involutionssyst. 173f. — Redukt. der 
Gl. 2, —f=0, wenn (p, —f, N)=0 
auf 1Gl.inn —1Ver. XV, 216—218. — 
— Die Liesche Integrationsmeth. 218; 
vgl. Involutionssyst. 


y) Methodisches. Die allgem. Diffgl. 


1. O. erfordert Integr. XVI, 223. — 
Einfachste Integrationsmeth. einer part. 
Gl. 1. 0. 246 —248. — Beste Verwertung 
bekannter Lös. 249—251; vgl. jedoch 
XVII, 273—280. — Verallgem. d. In- 
tegrationsproblems einer von 2 freien 
part. Diffgl. 1. O. XX, 317, 712; vgl. 
inf. Trf. u. Integrationsvereinf. 


III. Partielle @l. höherer Ordnung. 


«) Allgemeines. Gl. höherer O. mit 
bekannter partik. Lös. und permutablen 
B.T. 1, 2. — Invar. Eigensch. gegenüber 
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B.T. V, 27. — Monges Theorie der 
Char. ausdehnbar auf beliebige part. 
Gl. V, 27. — Zurückführung gewisser 
Syst. von Gl. höh. O. auf 1 Gl. 1. ©. 
mit 1 Unbek. XXVII, 394f., 728ff. — 
Vollständige Lös. eines Systems 729. — 
Existenz v. Char. 395. — Zusammenhang 
mitd.Klassif.v. Abh. IV, 395f., 692, 698, 
728; vgl. Monge-Amperesche Gl. 

ß) Einzelne Gl. Die Integralfl. von 
s=0 XXIN, 357. — Die einer Dev. 
längs einer Kurve eingeschr. Integralfl. 
358. — Kennt man eine algebr. In- 
tegralfl., die einer algebr. Dev. ein- 
geschrieben ist, so erfordert die Bestim- 
mung aller die Lös. der Aufg. für einen 
algebr. Kegel 358—360. — In jede 
algebr. Dev. kann man eine algebr. 
Integralfl. einschreiben 360f., ebenso 
in den zugeh. Kegel 362. — Vollst. 
Lös. der Aufgabe f.d. Kegel 362—364, 
für eine algebr. Dev. 364; vgl. 720f. — 
Algebr. B.T., bei denen s=0 inv. 
bleibt 364, 721. — Ordn. u. Klasse 
der Fl. z= F'(x) + ©(y) 365, 722. — 
Verallgem. der Diffgl. s= 0 365, 
Z. 5—2 v. u. Vgl. Flächen. 

Die Liouvillesche Diffgl. s = Ae*® 
die einzige nach Darbouxs Methode 
integrierbare Diffgl. s= F(z) XXXII, 
469 -474; 741. — Alle B.T. der Gl. 
s= F(z) 474—477, der Liouville- 
schen Gl. 476; vgl. Fl. konst. Kr. 

y) Lin. hom. Gl. 2.0. Diffg!, die nach 
Monges Meth. integrabel sind XXXV, 
496, 744f. — Die B.T., bei denen d. 
Gl.s+Pp+0Qq-+ Zz = 0 ihre Form 
behalten 495f. — Man kann P= 
machen: 496. — Diffgl. für die inf. Trf. 
der Gl. s+Qq+Zz=0 497f., 745. 
— Inf. Trf., die die Char. in Ruhe 
lassen 498f., die nur eine Schar von 
Char. transf. 499, 745, beide Scharen 
transf. 500. — Diffgl., die mehrere inf. 
Trf. gestatten 500—506, 745f. — B.T., 
bei denen d.Gl.r+W (x, y,2,9, ) =0 
ihre Form behalten 506, ebenso die 
Gl.r+Pp+09q4+Zz=0 507—509. 
— Zurückführ. auf r+g+Z2:=0 
oder auf r+ Zz=0 509. — Inf. Trf. 
der Gl. r+g+Zz=0 509f. — Die 
Char. werden nicht transf. 510. — Inf. 
Trf. der Gl. r+q=0 510f. — Die 
Char. werden transf. 5ilf., 746f. — 
Gl. mit mehreren inf. Trf. 512—514. 
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Integration durch bestimmte Integrale 
492—494. — Durchführ. für d. gefund. 
Normalformen 514—520. — DieRedukt. 
auf die Normalf. unnötig 520 f. — Jede 
inf. Trf. liefert partik. Lös. 521; vgl. 
XXXIH, 467, Nr. 1 u. 2, 743f., 748. 

IV. Diffgl. und Transformations- 
gruppen. Algebr.Diffgl. XXXII, 467f.; 
XXXVI, 525ff., 749. — Lin. hom. sim. 
Syst. mit bekannten Integralen, Deutung 
des Syst. als inf. Trf. XXXIX, 548; 
XL, 5ötf., 763. — Verallgem. 552, 
2.6v.u.— 553, 2. 6, 763. — Algebr. 
Diffgl., die durch B.T. linear werden 
XXXVI, 528f. — Diffgl. einer Kurven- 
schar, die bei einer Gruppe inv. bleibt 
XXXVIIL, 544, ausgedrückt durch Fun- 
damentalinv. 544f. — Diffgl. d. Kurven, 
die inf. Trf. der Gruppe gestatten 545. — 
Integr. der Diffgl., die eine geg. Gruppe 
gestatten 545, 760. — Ist die Gr. 
nicht zusammengesetzt (einfach), so nur 
1 Hilfsgl. nötig 546, 549, 760, 789. — 
Vereinf. d. Integr., wenn die endl. Gl. 
der Gruppe bekannt sind 546, 761. — 
Bestimmung der Gr. einer vorgel. Diffgl. 
546, 761; vgl. inf. Trf. — Vollst. Syst. 
mit bek. Gruppe XXXIX, 548, Nr. II, 
wenn die endl. Gl. d. Gr. bekannt sind 
549, Nr. IV, 762; XL, 553,763. — Integr. 
eines Syst. von Diffgl., das auf eine 
kanonische Form mit bekannter Gr. 
zurückführbar ist XLI, 559. — Kano- 
nische Form für die Diffgl., die die 
Trf. bestimmen 769; vgl. Raumkurven. 

Differentialinvarianten und -ko- 
varianten einer Diffgl. (eines Systems) 
gegenüber allen P.T. und B.T. XLI, 
559. 

Dupin s. Indikatrix, Zyklide. 


Ebene im R, II, 6. 

Element u. seine Koord. II, 6; Ill, 14; 
IV, 20; im gew. Raume (Flächenel.) 
XII, 153, im R„+1 154, 591. — Ver- 
einigte Lage IV, 20, im gew. Raume 
21; XII, 153, im R„.+1ı 154, 592. 

Elementaroperation XVI, 222. 

Elementarteil III, 14 s.v. w. Element, 
8. d. 

Elementmannigfaltigkeit, Schar v. 
Elementen, in der je zwei unendl. ben. 
El. vereinigt liegen. — Im gew. Raume 
IV, 21; XII, 153£.; im R, +1 154f. — 
Bestimmung aller E. 150-152, 592. — 
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Mann. von oo" El. einer k-fach ausg. 
Punktmann. M/* 155. — Gleichungen 
einer Element-M,, 675. 


Eulersche Thransformationen s. Be- 


rührungstransformationen. 


Fläche, in allgemeinerer Bedeutung, 
auch für Kurve oder Punkt 589. — 
Die Fl. 2. O., die zu einem beliebigen 
Flächenpunkte gehört XXII, 356; 
XXXVIIL, 537, 718£., 753%. 

Die Flächen mit sphär. (ebenen) 
Krümmungsl. liefern durch Lies B.T. 
die Fl., deren Hpttgk. lin. Komplexen 
angehören XXIX, 420; XXXIII, 478; 
XXXVII, 537. — Fl., deren Hpttgk. 
der einen Schar oo! lin. Kompl. an- 
gehören XXII, 356; XXXVIII, 538 f., 
754—757. — Beide Scharen geh. lin. 
Kompl. an 539, 757—759. — Die Fl. 
sind entweder Regelfl. einer Kongruenz 
oder bestimmen zwei involutorische 
Bündel von lin. Kompl. u. sind definiert 
durch intermed. Integrale einer Monge- 
Ampereschen Gl. 540, 756—759. — 
Eine inf. B.T. der Gl. 540, 759. — 
Allgemeinste part. Diffgl. 2. O., die 2 
intermed. Integrale 1. O. hat u. deren 
beide Scharen von Char. Hptigk. auf 
den Integralfl. sind 541. — Fl., deren 
Hpttgk. des einen Syst. a0! Linien- 
komplexen angehören LXII, 561, 771. 
— Fl., auf denen die einem lin. Kompl. 
angehörigen Kurven zu den Hpttgk. in 
besonderer Beziehung stehen 561f., 
771f. — Fl., bei denen Hpttgk., Krl.u. 
Mink. inf. Trf. gestatten 562, 772. 

Fl., die durch Translation einer Kurve 
beschrieben werden I, 3, Anm.; XXIII, 
365. — Fl. mit 00! Scharen von Kur- 
ven, die in bezug auf ein Tetraeder 
homographisch verwandt sind I, 3; 
626, 2. 15f. 

Fl., deren geod. Kurven eine kontin. 
Trfsgr. gestatten XXII, 355f, 718. — 
Fl., deren Hauptkrümmungsrad. durch 
eine Relation verknüpft sind: Best. der 
Krümmungsl. durch Quadratur XXVI, 
387f., XXVII, 396; unter besond. Vor- 
aussetz. XXXIX, 549, Nr. VII, 762. — 
Krümmungsl. auf Fl., deren Zentrafl. 
gewisse Eigensch. hat XX VII, 396, 731. 
— Best. der Krl. u. Minimalk. einer Fl. 
konst. mittl. Kr. XXVa, 385f., XXVI, 
390. — Konstr. von oo” Fl. konst. 


mittl. Kr. durch Quadr., ebenso von 


00” Fl. 
Ki Dh Bro ie 


u. von F]., die auf die Umdrehungsfl. 
der Kettenl. abwick. sind XXX, 442f., 


733, 739. 


Fl. mit geg. sphär. Bilde der Krüm- 
mungsl. XXXV, 521; ihre Best. durch 
sukzess. Quadr., wenn das Bild eine 
inf. orthog. Trf. gestattet 521—523, 748. 
— Fl, bei denen Krl, Hpttgk. und 
Minimalk. gemeinsame inf. Trf. ge- 
statten XLII, 562, 772. — Integrierbare 
Diffgl. 1.0. auf Fl. XXXIX, 550, 762. 
— Fl., die aus Fl. mit isothermen Krl. 
durch die Liesche B. T. hervorgehen 
LXII, 561f., Nr. IV, 772. 


— Fl. konstanter Kr. Die Gruppe ihrer 


geod. Linien achtgliedrig XXII, 355, 
Anm.; 769. — Die Hpttgk. u. Krüm- 
mungsl. durch Quadr. bestimmbar 356, 
719. — Beweis XXIV, 368—372; an- 
ders 383f., 384f., XXVI, 390f. — In- 
nerer Grund dieser Integr. XXIV, 373f., 
719f. — Die von den Hpttgk. u. den 
Krümmungsl. gebildeten Vierecke 373, 
XXV, 379. — Gl. der Krl., wenn die 
Hpttgk. Parameterlinien sind XXIV, 
371; 720, Z. 1—3. — Beweis des 
Enneperschen Satzes über d. Torsion 
d. Hpttgk. XXV, 375f. — Fl. konst. Kr. 
bestimmt aus dem sphär. Bilde der 
Hpttgk. 376f. — Char. Eigensch. des 
sphär. Bildes 378, 723. — Neue For- 
mulierung des Problems, alle Fl. konst. 
Kr. zu bestimmen 378f. — Die Hazzi- 
dakissche Trf. der Fl. konst. Kr. ist 
reziprok 380, 723f. — Aus den Kurven 
von der Länge Null findet man die 
geod. L. durch Quadr. 381—383, 725. 
— Die wiederholte Anwendung der 
Bianchischen Konstr. v. Fl. konst. Kr. 
erfordert nur Quadratur XXVI, 389; 
XXVI, 896; 727. — Integr. d. Diffgl. 
1.0. von oo! geod. Linien durch einen 
Punkt 396; 726, 731, 789. — Lies 
Konstr. von oo! Fl. konst. Kr. aus einer 
389, 898, 7978; XXXU, 477£. — 
Bianchis Konstr. als unendlichdeut. 
Elementtransf., die nur für d. Fl. konst. 
Kr. Sinn hat XX VIII, 399—402, 734f., 
736f. — Die zugehör. unendlichdeut. 
inf. Trf. 403—405. — Die Fl. konst. Kr., 
die man durch fortgesetzte Anwendung 
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der Konstr findet, erfüllen keine Diffgl. 
1.0. 405f.; keine 2.0. 406—411; keine 
3.0. 411—415; XXIX, 419f. — Nur die 
Serretschen Regelfl. konst. Kr. bilden 
eine Ausnahme 411, 415, 442 Anm. — 
Die Krümmungsl. u. Hpttgk. bleiben 
erhalten, ebenso die Bogenlänge der 
Hpttgk. 415, 735. — Eine Fl. konst. 
Kr. ist bestimmt durch 2 Hpttgk. durch 
einen Punkt XXV, 383 Anm.; XXX, 
436f. — Darstell. der Abl. 2. u. höherer 
O. von z durch unabh. Größen 436. — 
Winkel der Hpttgk. der transf. Fl. 438f., 
738. — Neue Darstell. der inf. Trf. 
der Fl. konst. Kr. 439f. — Die er- 
haltenen Fl. befriedigen keine andere 
Diffgl. 439—442, 738f. — Formeln für 
die Fl. konst.Kr. bezogen auf die Hpttgk. 
XXXI, 448—450. — Darst. aller Abl. 
von z durch unabh. Gr. 454. — Diffqu. 
dieser Gr. nach den Bogenlängen der 
Hpttgk. 455—457, 461. — Die Dar- 
bouxsche Integrationsmeth. führt nicht 
zum Ziele 732f., 4651—453, 457 —461, 
461—464, 740f.; auch die von Levy 
nicht 465; es gibt auch kein inter- 
mediäres Int. f(x, y, 2,92, 9, a,b) = 0 
465, 741. — Die Fl. konst. Kr. im 
Unendl. XXXII, 478. — Die durch 
Bianchis Trf. abgeleiteten Fl. konst. 
Kr. XXXVII, 541, vgl. jedoch 547; 
XXXIX, 549, Nr. VI; XL, 554f., 759, 
763f. — Die umbeschriebene isotrope 
Dev. berührt nie längs einer im Endl. 
liegenden Kurve 554. — Die Bäck- 
lundsche Trf. der Fl. konst. Kr. 766f. 
— Beziehung zwischen den Op. von 
Bianchi, Lie, Bäcklund XLI, 556, 
767. — Hpttg., Krl. u Mink. auf Fl. 
konst. Kr. 558. — Die Fl. konst. pos. Kr. 
XXXVII, 541, 759; XLI, 558, 769. — 
Bestimm. der geod. Lin. durch eine 
Riccatische Diffgl. 556f. — Innerer 
Grund dafür 557, 768. — Fl. konst. 
Kr., deren Krümmungsl. auf algebr. Fl. 
liegen XXXIII, 478; XXX VI, 529 Anm., 
750. — Bogenel. d. Zentrafl. e. Fl. konst. 
Kr. XXX, 443, 739. — Vgl Berührungs- 
transformationen, Minimalflächen. 
Flächenelement s. Element. 
Flächensätze XIII, 176 Anm. 
Fuchssche Funktionen XXXVI, 525, 
530. 
Fundamentalgebilde bei B.T. IV, 
23, 589. 
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Fundamentalinvarianten ein. Trfgr. 
XXXVII, 543f. 

Funktion s. Gruppe, homogen. — F.en, 
die in Involution liegen VIII, 66 Anm. 
— F. s-ter 0. XVI, 221 Anm. 

Funktionengruppe Vla, 31, 637; s. 
Gruppe. 


Geodätische Abbildung von Fl. XXXVI, 
529 Anm. — g. Kurven s. Flächen. 
Alle inf. B.T. des Raumes, die g. K. 
in g. K. überführen, sind Beweg. u. 
Ahnlichkeitstr. XXXIV, 487f. 

Geschlossenes System VI, 29, 637; 
s. vollständiges Syst. — Ebd. geschl. 
Gruppe = Gruppe von Funkt.; konj. 
geschl. Gr. = reziproke Gr. — Invar. 
Eigensch. einer geschl. Gr. bei B.T. 
29f. — s. Gruppe. 

Gestatten I, 2 Anm.; s. inf. Trf. 

Gleichzusammengesetzt XLIJ, 560. 

Gliederzahl einer Gruppe von Fkt. 
VII, 34. 

Gruppe von Funktionen VI, 29; VII, 34. 
— Eine Fkt. gehört einer Gruppe an 
34. — Ausgezeichnete Fkt., äquivalente 
Gruppen, Involutionssystem 35. — 
Vollst. System, das zu einer Gr. gehört 
36, Satz 3. — Die Gl. (F,f) = 0 bilden 
dann und nur dann ein vollst. Syst., 
wenn die F', eine Gruppe bilden 643, 
711. — Reziproke Gr. (Polargruppe) 38. 
— Gruppen in Invol. 38. — Untergrup- 
pen 39. — Rel. zwischen den Fkt. re- 
ziproker Gruppen 39f. — Die ausgez. 
Fkt. sind d. gemeins. Fkt. der beiden 
rez. Gr. 40. — Ihre Bestimmung 4:. — 
Zerlegung einer Gr., die kein Involsyst. 
ist 42—44. — Kanonische Form der 
Gr. 45. — Die ausgez. Fkt. der kan. 
Form 46. — Kanonische Gr. 47, ihre 
Gliederzahl 46, Satz 9. — Gliederzahl 
u. Zahl der ausgez. Fkt. 46, Satz 10; 
53, Nr. 11. — Aufstell. einer umfassen- 
den 2n-gliedr. kan. Gr. 47f. — Jede 
2n-gliedr. kan. ar bestimmt eine B.T. 
49, Satz 5. — Invar. Eigensch. einer 
Gr., Beziehungen zwischen einer Gr. 
u. einer Untergr. 50, 789. — Bestimm. 
der in einer Gr. enthalt. Involsysteme 
51—5%. — Jedes Verfahren zur Abl. 
neuer Lös. aus bekannten führt zu Fkt. 
einer Gr. 62f., Nr. 18; 647, 2.9, 8v.u. 
— Die durch d. Fktgr. bestimmte Schar 
von Mann. 640ff. 
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— Homogene Gruppe VIII, 71; ge- 
stattet die inf. B. T. mit den char. Fkt. 
1u.z 637. — Reinhomogene Gr. 71f., 
Satz 4, 5. — Erzeugung einer hom. Gr. 
aus 2 hom. Fkt. 72, Satz 2. — Vollst. 
Syst., das zu einer hom. Gr. gehört 72, 
Nr. 4, Satz 1. — Polargr einer hom. 
Gr. 73, Satz 2. — Sätze über reziproke 
Gr. 75—80. — Die Polargr. einer hom. 
Gr. ist hom. 81—83, 649. — Die ausgez. 
Fkt. einer hom. Gr. 84; ihre Bestim- 
mung 85f. — Redukt. einer hom. Gr. 
auf kan. Form 86—89. — Ergänz. der 
kan. hom. Gr. zu einer 2n-gliedr. 89 
bis 91. — Invar. Eigenschaften einer 

‘ hom. Gr. 90, Satz 5; 91, Satz 9; 92. — 
Hom. Gr. mit d. kan. Form X,,.. ‚X, 
Pa A ee De 
XVII, 280f., 701f. 

Geg. e. Gr., ein vollst. Syst. aufzu- 
stellen, das die Polargr. der von ihren 
ausgez. Fkt. gebildeten Gr. definiert 
273£., 700. — Aufstell. des vollst. Syst., 
dessen Lös. mit allen Lös. eines geg. 
vollst. Syst. in Inv. liegen XIX, 290. 


Hamilton-Jacobische Theorie, ein- 
facher dargestellt XX, 296, 309—312, 
626, 631. 

Hauptlösungen einer lin. part. Diffgl. 
1.0. XI, 129f., XXI, 332; 660. — H. 
eines vollst. Syst. (lin. Involsyst.) XT, 
131; XXI, 332. 

Haupttangentenkurven, ihre Defi- 
nition XXXVIII, 542; ihre Best. auf 
den Integralfl. gewisser part. Gl. I, 3; 
626. vgl. Flächen und B.T. 

Hilfsproblem für die Theorie d. part. 
Diffgl. 1. 0. XII, 1560; XXI, 322f. 

Homogene Funktion VII, 64; IX, 
116. — Hom. Diffgl. 1.0. in x,y XII, 
182. vgl. Berührungstr., Gruppe, Klam- 
merausdruck. 


Indeterminiert IX, 102, 104, 652, 
656. 

Indikatrix, Verallgemeinerung des 
Dupinschen Begriffs V, 27; 635. 
Infinitesimale Transformation. Be- 
griff 593; sie läßt eine Mann. inv. 594. 
— Eine Fkt. gestattet eine inf. Trf. XVI, 
225 (später aufgegebene Definition). — 
Lin. Schar von inf. Trf. 595. — Inf 
B.T. I, 2; XXXIV, 481; 613ff. — Inf. 
Trf. in #, 4 Mi 1775. 02,5%, 
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XIV, 188. — Symbol für d. inf. Trf., 
Klammerausdruck A (B(f)) — B(Aıf)) 
= (AB) 189, 191. — Diffgl. u. inf. Trf. 
V, 27. — Eine gew. Diffgl. 1.0. in x, y 
gestattet eine inf. Trf XIII, 178—180. 
— Jede bekannte inf. Trf. der Gl. liefert 
einen Integrabilitätsfaktor 180— 182. — 
Beispiele 182—184; XXIV, 373f. — 
Dasselbe leistet eine inf. B.T. XIII, 184. 
— Eine lin. hom. part. Diffgl. gestattet 
eine inf. Trf. 179f.,, desgl. ein vollst. 
Syst. XIV, 189 f.; XVI, 225. — Problem 
der Verwertung bek. inf. Trf. XIV, 188, 
191. — Aufstell. von Lösungen u. von 
neuen inf. Trf. 192. — Reduktion des 
Problems auf ein Normalproblem 193f., 
677, 2.8 v.u.— 678, Z. 3. — Multi- 
plikator u. inf. Trf. 676f., 679-681, 
683. — Best. eines Mult. eines vollst. 
Syst. aus bek. inf. Trf. 198f. — An- 
wendung auf 3 Ver. 200—204. — Fälle, 
wo Quadr. genügen 204f. 

Inf. B.T. u. part. Diffgl. 1. O., Konstr. 
von Integralen I, 2; 615f. — Inf. (hom.) 
B.T. in x, p XVI, 225f. — Inf. B.T., 
die q geg. Fkt. nullter O. inv. lassen 
226f., die eine Fktgr. u. zugleich ge- 
wisse Funktionen inv. lassen 227—230. 
— Anwendung der Theorie von Abh. 
XIV auf ein Involsyst. mit bekannten 
Lös. XVII, 269—272. — Äquivalenz 
zwischen inf. B.T. des Systems und 
Lösungen 269f. — Fall, wo die fehlen- 
den Lös. durch Quadr. gefunden wer- 
den 271f. 

Lin. part. Diffgl. höh. O., die inf. Trf. 
gestatten XXXII, 467; XXXV, 521; 
XXXVI, 529, 2.15—7v. u. vgl. Diffgl. 
— Algebr. Diffgl., die inf. Trf. gestatien 
XXXI, 467. — Best. aller inf. P.T. 
und B. T., die eine algebr. gew. Diffgl. 
inv. lassen, durch Poincar&s Fuchs- 
sche Zetafkt. XXXVI, 526; ebenso bei 
gewissen Syst. algebr. Diffgl. 527. — 
Anwendung der Theorie von Abh. XIV 
zur nachherigen Integr. der algebr. gew. 
Diffgl. 627f. — Inf. P.T. einer algebr. 
part. Diffgl. 1. O. 529. 

Integrabilitätsfaktor XIII, 177; seine 
geom. Deutung 184f. — Zwei Diffgl. 
1. O., deren I.en durch eine bek. Re- 
lation verknüpft sind 186; XXXIX, 550. 
vgl. Diffgl. u. inf. Trf. 

Integralmannigfaltigkeit 592f. — 
Integral-M,, einer part. Diffgl. 1.0. XI, 


780 


156. — Ein Glsyst. in den x,p, das 
Integral-M , besitzt, kann in bestimm- 
ter Weise aufgelöst werden 173. 

Integrationsmethoden, Maßstab zu 
ihrer Vergleichung XVI, 222. 

Integrationsvereinfachungen, die 
bei Gl. in x, p aus der Kenntnis von 
Integralen folgen VI, 30; VII, 54—62; 
647; dasselbe bei Gl., die z enthalten 
VI, 30; VII, 93f.; 649f. — Beste Ver- 
wertung zufälliger Umstände XVI, 249 
bis 251. — Dieses Verfahren ist das 
beste nur, wenn man jedesmal bloß 
eine Lös. findet XVIII, 260f. — Es gibt 
Fälle, wo aus bek. Lös. alle übrigen 
durch Quadr. folgen 261—267, 691— 
698. — Endgültige Darst. der Ver- 
wertung bek. Lös. 273— 284, 700—704. 

Intermediäre Integrale I, 2f.; XIX, 
287f., 292f£ s. Monge-Ampe£re- 
sche Gl. 

Invariant lassen XVI, 224 (diese De- 
finition später verlassen). — Inv. Be- 
ziehung zwischen einem vollst. Syst. 
u. gewissen Fkt. 235. — Inv. Unter- 
gruppe XXXIV, 487; XLI, 559. 

Invariante eines Pfaffschen Ausdrucks 
XXI, 322—327. — Invariantentheorie 
der B.T. VI, ausgeführt in VII u. VIII; 
s. Gruppe. 

Involution s. Funktion u. Gruppe. — 
Involutionsbeziehung I, 1; II, 6; in- 
variant bei B.T. IV, 19; 589. — Neue 
Auffassung 601—603, 639f. 

Involutionssysteme von Funktionen 
s. Gruppe. — Wann die ausgez. Fkt. 
einer Gruppe ein I. bilden, das durch 
ausführb. Op. integrabel ist VII, 53, 
Satz 4. — Integration eines I.s mit 
bekannten Integralen, die eine Gruppe 
bilden 54—56. — Fortschritte gegen- 
über der von Lie erweiterten Cauchy- 
schen Methode 57—61. — Verwertung 
des Mayerschen Theorems 61f. 

I.e von hom. Fkt. VIII, 83f.; XV, 
219. — Integration eines I.s von hom. 
Fkt. nullter O. VIII, 93f.; vgl. Inte- 
grationsvereinf. 

l.e in aufgelöster Form XII, 168. — 
Zweigliedr. I.e 168. — Zwei verschied. 
Definitionen, die schließlich überein- 
stimmen 604—608. — Unabhängigkeit 
von der analyt. Darst. 606. — Die 
char. M, 169f., 607f., 609. — Konstr. 
der Integralmann. 170, 608. — Vollst. 
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Lös. 170f. — Dreigl. und g-gliedrige 
171f., 610f. — Allgemeine g-gliedrige 
I.e, die nicht nach q von den p, auf- 
lösbar sind 172; XVII, 258 — Die 
Best. der Integral- M, eines Gleyst. 
führt auf ein I. XII, 173. — Die char. 
M, eines Is 9, — f;=0 und die Gl. 
= a, (k=1,...,q) XV, 208—210, 
684. — Das I. und die 00?! Ebenen 
E”-g+1 des Büschels mit der Achse 
&% = a, 210. — Konstr. einer vollst. 
Lös. des I.s 210, Satz 2. — Auf jeder 
E"-2+1 des Büschels eine part. Diffgl. 
1.0. in n—q-+1 Ver. 211f. — Die 
char. M, des Is schneiden jede 
E"-g+1 nach Char. dieser Diffgl. 212 
bis 214. — Zurückf. des Is auf 1 Gl. 
inn—gqg-+1 Ver 214f., 685; XXI, 
334f. — Sätze über zweigl. Ile XV, 
216f. — Allgemeine I.e = nicht auf- 
gelösten, spezielle = aufgelösten. — 
Zurückf. eines allg. q-gliedrigen Is 
auf 1 Gl.inn—qg-+1 Ver. — Direkte 
Behandl. der allg. le 219. — Ein- 
fachste Integrmeth. eines g-gliedr. I.s 
XV], 242—245; wenn es in einem bek. 
g’-gliedr. steckt 247; eines r-gliedr. I.s, 
das aus ausgez. Fkt. einer bek. Gruppe 
besteht 249f., 687f. 

Wann man aus bek. Lös. eines I.s 
alle durch Differ. u. Quadr. ableiten 
kann XVII, 261-267, 691—698. — 
Dann, wenn die bek. Lös. f, eine Rel. 
Zpde=2ZFdf-+dU erfüllen 261, 
Satz; 263, Satz 1; 265, Theor. I. — 
Verallg. auf das Pfaffsche Problem 
713. — Dann, wenn die bek. Lös. eine 
Fktgr. mit n-gliedr. I.en bestimmen 
264, Satz 2; 266, Satz 3. — Früher 
bekannte Spezialfälle 267f. — Verwer- 
tung bek. Lös., Vereinf. gegen Abh. 
VII: 273£. — Beispiele 275—277. — 
Einfachste Integr. eines geg. Is 278 
bis 280. — Fall solcher Gl., die die 
unbek. Fkt. enthalten 280—284, 701 
bis 704. — Die ausgez. Fkt. alle von 
nullter O. oder nicht alle 283. — Vgl. 
Hauptlösungen. 

Involutorische Lage zweier Gl. II, 6; 
IV, 19; 603#.; von lin. Komplexen 
XXXVII, 539, 755, 758. 

Isotherme Kurvenscharen in d. Ebene 
XII, 185f. — I. Krümmungslinien s. 
Flächen. 

Jacobis Integrationsmeth. von 1837 nur 
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eine andere Formul. der Cauchyschen 
II, 7. — Ungünstigster Fall der neuen 
J.schen Meth. IV, 25f£., 635. — Jacobi- 
Mayersche Meth. XVI, 242. — J.s 
Transf. der part. Gl. 1. O. IV, 19; IX, 
96, 100. — J. und die B.T. 590, 630. 
— Jacobische Ident. für inf. P.T. XIV, 
192. — Jacobis Satz über n-gliedr. 
Involsyst. XVIII, 267. 694; seine Multi- 
plikatortheorie 267f., 691f., 693. — 
J.sches System VII, 33, 638. — Vgl. 
Involsyst., Pfaffsches Problem. 


Kanonische Form s. Gruppe. — Kan. 
sim. Syst. XX, 295ff. — Die B.T. in 
x, p sind die Trf., die jedes kan. Syst. 
in ein kan. überführen 301, 708f. — 
Best. aller B. T., die ein geg. kan. Syst. 
in ein anderes geg. überführen 301f. 
— B.T., die mehrere geg. kan. Syst. 
in andere geg. überführen 302. — Kan. 
Syst., die die Gl. de=dt enthalten, 
u. ihre Trf. 303—308. — Best. aller 
Trf., die ein geg. kan. Syst. dieser Art 
in ein anderes geg. überführen 308f., 
709. — Zurückf. der Diffgl. der Mechanik 
auf ein kan. Syst. 309—312; dasselbe 
für d. Diffgl. der Variationsr. 313. — 
Allgemeinste Trf., die ein geg. kan. 
Syst. wieder auf kan. Form bringt 
313—316. — Kanonische Variable bei 
einer Trfsgr. XXXVIII, 543, 751, 769. 

Klammerausdrücke. Bedeutung der 
Zeichen [FQ2] und (FR) IX, 98, 637. 
(h. hs), wenn h,, A; hom. in den p 
VII, 71, Satz 1. — Klammerausdruck 
(AB) aus zwei inf. Trf. Af,. Bf XIV, 
191; XVI, 232, 677, 686. — Verschw. 
des Kl. als Involutionsbeaz. ], 1. 

Klassifikation der part. Diffgl. 1. O. 
IV, 23—25, 692; der Gl. 1. u. höherer 
0. V, 27, 635. 

Komplex s. Flächen. Linearer K. in 
jedem Punkte des Ry„+ı 3,2%, p 602, 
im Raume x, p 640. 

Konfiguration = einf. ausg. Mann. 
E83: Il 6. 

Konform. Die inf. B.T. des Raumes, 
die jede Fl.k. transf. XXXIV, 488—490; 
die endlichen 490. 

Kongruenz = zweifach ausg. Mann. 
II, 6. — Char. Kongr. 7; III, 15. — 
Kineare K. XXXVII, 539. 

Konjugierte geschl. Gruppen = rezi- 
proke Gr. VI, 29; s. Gruppen. 
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Konnexe IV, 19; V, 28. 

Konnexkoordinaten XVII, 253. 

Kovariante s. bilineare. — K.n von 
Diffgl. gegenüber P.T. u.B.T. XLI, 559. 

Krümmungshalbmesser s. Kurven, 
Raumkurven. 

Krümmungslinien, ihre Definition 
XXXVII, 542. — Best. der Kr. auf 
gewissen Fl., deren Gl. unbekannt ist 
XXXIX, 549, Nr. VII. — s. Flächen, 
Schraubenfl. 

Kurven konstanter Torsion. Bianchis 
Trf. führt jeden Streifen, der durch d. 
Schmiegungsebenen einer solchen K. 
bestimmt ist, in 00! ebensolche über 
XXVIIN, 415; XXX, 422—424; 736f. — 
Die Bogenl. bleibt erhalten 424f.; ihr 
Krümmungshalbm. 426—429. — Un- 
endlichdeut. inf. Trf. der K. k. T. 429. 
— Zuwachse der Abl. des Krhalbm. 
430—433. — Die transf. Kurven be- 
friedigen keine Diffgl. 1.0. 430; 2. O. 
431; 3. O. 433f.; beliebig hoher O. 
434—436. — Die Bäcklundsche Tif. 
ur 5.3 5 TORE 

Kurvenkomplexe I, 3, 625. 

Kurvenschar s. Diffgl. 


Lagranges Integrationsmeth. part. Gl. 
1.O.in x, y,z II, 5; III, 13; 591, 626; 
seine Abl. von Lös. aus einer vollst. 601. 

Levys Untersuch. über part. Diffgl. höh. 
O0. XXVI, 395, 698, 728, 730; nicht 
anwendbar auf d. Diffgl. der Fl. k. Kr. 
XXXV], 465, 732f. 

Liesche Methode s. Diffgl.; seine Trf. 
der Fl. k. Kr. s. Flächen. 

Lineare Diffgl. in x,y XIII, 182f.; lin. 
hom. part. Diffgl. 1.0. 593f.; s. Diffgl. 

Liniengeometrie XXX, 443, 739. 

Linienkomplexe s. Flächen u. Torsion. 

Liouvillesche Diffgl. s. d. 


Maßstab f. d. Leistungen einer Inte- 
grationsmeth. XV], 221f. 

Mannigfaltigkeit von n— 1 Dim. in 
einem R, I, 6. 

Mayers Meth. zur Integr. von Syst. tot 
Gl. IV, 16f. — Mayersches Theorem 
VII, 32f.; XI, 127; XVI, 224; XIX, 287; 
588, 629f. — M.s Integrationsmeth. 
part. Gl. 1. O0. IV, 26; ihre Befreiung 
von einer Beschränkung X, 121—123; 
bei Gl., die von 2 frei sind 125. — 
M.sche Identität 652. 
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Mechanik s. kanonische Systeme. 

Minimalflächen. B.T., die Mfl. in MA. 
überführen I, 3; die inf. B.T. dieser 
Art 748f. — Fl., die i. B. auf unendl. 
viele Kschne. Mfl. sind I, 3; 626, 2.7. — 
Schnittkurven e. Mfl. mit parall. Ebenen 
XII, 186. — Mfl., deren geod. Kurven 
eine konf. inf. Trf. gestatten; die durch 
Translat. einer reellen oder imag. Kurve 
erzeugt werden XXII, 356, 718, 2.20. — 
Best. algebr. Mfl., die in algebr. Dev. 
eingeschrieben sind XXIlIa, 365, 722. 
— Eine Klasse von Diffgl., der die der 
Mfl. angehört 524, 748. — Bäcklunds 
Trf. der Mfl. XLI, 558; 769. — Bonnets 
Biegung ebd., 769. — Trf. der Mfl., 
bei der Krl. u. Hpttgk. erhalten bleiben 
ebd., 769. — Verallgem. der Mfl. I, 3, 
626. — Mfl. als Degeneration der Fl. 
k. Kr. 720. 

Minimum der erford. Integrationsop. 
XVI, 246. 

Monge-AmperescheGleichung. Be- 
hält be’. jeder B.T. ihre Form 619, 766. 
— Die Diffgl. ihrer Char. 619 stellen 
die zwei lin. Komplexen gemeinsame 
Kongruenz dar 620; das zugehör. Syst. 
von lin. part. Diffgl. 620; Beziehungen 
zwischen deren Lös. 621; intermediäre 
Integrale 621f. — Red. der Gl. auf 
lineare Form I, 2, 4; XXXVIII, 542f.; 
760. — Fall verschied. Char. u. zweier 
interm. Integrale I, 2; XIX, 287f. — 
Die zugehör. dreigl. hom. Gruppen 288f. 
— Überführbarkeit in die Gl. r—=0 
289. — Integration 290—292, 704f.; 
keine Diffgl. mit arbitr. Fkt. benutzt 
705; die erforderl. Quadr. 294, 707. — 
Fall einer Schar von Char. und eines 
interm. Int. I, 2f.; XIX, 292f., 705. — 
Kan. Form r = 0 294. — Ausdehn. auf 
Gl. 2. O. in n Ver. I, 3, 2. 2f.; XIX, 
293. — Normalformen M.-A.-scher Gl. 
mit 00° permut. B. T. und integrabeln 
Kombinationen I, 3, 622—625. — Gl, 
deren Char. einem Kurvenkomplexe 
entsprechen I, 3, 625. — Gl., die durch 
B.T. die Form s=F(x, y,2,P, q) 
oder r = F’ erhalten können XXXVIII, 
543, 760. — Transformationsgr. der 
Monge-Ampereschen Gleichung 706. 
— Vgl. Flächen. 

Monges Charakteristiken part. Gl. 1. O. 
591; von Lie durch die char. Streifen 
ersetzt 593. 
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Multiplikator eines vollst. Syst. XIV, 
195 —197, 676—678; umfaßt den Ja- 
cobischen und den Eulerschen 197; 
Abl. der Diffgl., die ihn definieren 
678—681. — Man kennt eine Lös. u. 
einen Mult. 198, einen Mult. u. eine 
inf. Trf. 676, 683. — M. eines Pfaff- 
schen Ausdrucks 656. 


Normalform s. Pfaffscher Ausdruck. 


Operation m VII, 41, Anm. 3; XI, 127, 
Anm. 3; XVI, 222. 

Orthogonalitätsbeziehung I, 1, 603. 

Orthogonalsysteme, Best. von sol- 
chen I, 2. 


Parallelkurven XIII, 184. 

Partiell s. Diffgl. 

Permutable inf. B.T. I, 2, 595, V, 27. 

Pfaffs Auffassung des Integrationsprobl. 
part. Gl. 1. ©. IX, 99; XII, 149; von 
Lie festgehalten 592. 

Pfaffscher Ausdruck XX, 316, der 
bei allen inf. B.T. in x, p ein vollst. 
Diff. als Zuwachs erhält 300. -- Inf. 
Trf. eines Pf. A.s 316f. — Reduktion 
der Pf. Ae Zp,dx, u. de — Zp,dz,, 
wenn zwischen den Ver. eine Relation 
besteht XXI, 321. — Red. eines bel. 
As ZX,dx, 321f. — Normalformen 
eines Pf. A.s 322. — Alle Normalformen 
haben gleichviele unabh. Fkt. 324f. — 
Pf. Ausdrücke mit derselben Zahl unabh. 
Fkt. in einander überführbar 325f. — 
Allgemeinste Überführung, wenn Nor- 
malformen vorliegen 326f. — Wie man 
die Zahl der Fkt. der Normalf. be- 
stimmt 328—331. — Eigensch. eines 
(2n + g)-gliedr. Pf. A.s, dessen Normalf. 
2n Fkt. enthält 335 —337. — Reduktion 
des A.s auf einen in 2n Ver. 337 — 341. 
— Aufstell. zweier vollst. Syst. für die 
Fkt. der Normalf. 341—343. — Red. 
des A.s durch eine Op. 2» — 1 auf einen 
A. in 2n — 1 Ver., dessen Normalf. 
2n —2 Fkt. enth. 343—345. — Inte- 
gration des (2n + g)-gliedr. A.s 345. 
— Eigensch. eines A.s in 2n+gVer., 
dessen Normalf. 2» +1 Fkt. enthält 
345f. — Reduktion aufe. A.in?2n +1 
Ver. mit ebensolcher Normalf. 346— 349. 
— Integration des A.s 349f. 

Pfaffsches Problem II, 10; V, 27; 
geom. Fassung des Integrationsprobl. 
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661. — Pfaffs Reduktion 659. — Lie 
über seine Arbeiten zum Pf. Pr. V, 27; 
627, 654, 657, 712—714. — Das Pf. 
Pr. als eine Theorie der inf. Trf. 656, 
661—663. — Clebschs Beding. f. d. 
Redukt. eines 2n-gliedr. Ausdr. auf 
einen n-gliedr. IX, 98; X, 121. — Abl. 
unendl. vieler kanon. Formen eines 
(2n + 1)-gliedr. Ausdr. aus einer IX, 
99f. — Redukt. eines (?n + 1)-gliedr. 
Ausdr. auf einen (n + 1)-gliedr. 101; 
das liefert eine neue Lös. der 3. 99f. 
behandelten Aufg. 101f. — Red. der 
Gl.dz— p, da, ...— fdx,„—=0 aufe. 
n-gliedr. X, 121f. — Das erste Pfaff- 
sche Syst. XI, 127, 660. — Red. von 
P,,=0 auf P,„_1=0 132—134. — 
Nach Jacobi kann P,„_ı=0 ohne 
Integr. aufgestellt werden 134—136; 
geom. Deut. 665. — Natanis Red. 
von Pg2„-ı = 0 auf eine ohne Integr. 
aufstellbare Gl. Pg„_3 = 0 136—140, 
668f. — Lies Red. von P,„_-ı auf 
Psn_s 140-145, 669. — Red. von 
Pan=0 auf P,„-ı= 0, wenn ein 
Integral des 1. Pfaffschen Syst. be- 
kannt ist 145f. — Lies Meth. zur 
Red. von Pg„ 146. — Die Theorie der 
Fktgr. (s. Gruppe) überträgt sich auf 
d. Pf. Pr. VI, 30, Z. 14; 657, 712, 714. 
Poisson-Jacobisches Theorem I, 2; 
VI, 37; 639; eine Verallgem. 616—618, 
Polargruppe s. Gruppe. 
Problem der drei Körper V, 28. 
Punkt eines Raumes von n Dim. I, 2; 
IL, 6; DJ 3%, 
Punktmannigfaltigkeiten von 
0,1,...,n Dim. im R, + ı als Element- 
M,„ XI, 155. 
Punkttransformation IX, 97. — P.,, 
die gewöhnl. Krümmungsl. in nicht- 
eukl. umwandelt XXXVII, 542. — 
Invar. Eigenäch. part. Diffgl. 1.0. gegen- 
über P.T. IV, 19f., 21—25; V, 27. 


Raum von x» Dim., R, I], 3. 

Raumkurven, bei denen Krümmungsr. 
e, Torsionsr. r u. Bogenlänge s durch e. 
bel. Rel. verknüpft sind, durch Quadr. 
bestimmt XXX VI, 531—535,750—752; 
dasselbe für e. Rel. zwischen /(ds:e), 
S(ds:r) u. s XXXVlla, 536; XXXVIII, 
546; 761. — Sind e,r gegeb. Fkt. von 
s, so Riecatische Diffgl. 532 --534. — 
Entsprechendes im R, 535, 752. 
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Reyescher Komplex I, 3; 625. 

Reziprok s. Gruppe, Trfsgr. 

Reziprozität I, 3, 625; VII, 38, 644. 

Riccatische Gleichung XXXVII, 534 
bis 536; XXXIX, 548; XL, 552f., 555; 
XLI, 5ö6f., 560; 761f., 768. 


Schraubenflächen, Best. ihrer Krüm- 
mungsl. XIII, 183. 

Schwerpunktsintegrale XIII, 
Anm. 

Serretsche Regelflächen, die imag. 
XXVII, 411, 415; XXX, 442, 737. 
Simultanes System von gew. Diffgl. 
1. O0. als Schar von inf. Trf. 593; von 
lin. hom. Diffgl. 1. O. XXXIX, 548; 

XL, 5öif. 

Singuläre Elemente einer part. Diffgl. 
1.0. 596f.; eines 2-gliedr. Invsyst. 606; 
eines v-gliedrigen 611. 

Spezielle Involutionssysteme s. d. 

Sphärisches Bild s. Flächen konst. Kr. 
— Fl. mit geg. sph. B. der Krümmungsl. 
XXXV, 521f, 748. 

Spiralflächen XXVII, 396, 731f. 

Störungstheorie XX, 295. 

Streifen s. Diffgl. (part. 1. O.) 

Symbol für die inf. Trf. XIV, 191; 596. 
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Tetraedraler Komplex ], 3, 625. 

Torsion der Kurven, die einem lin. 
(nichtlin.) Komplexe angehören XLII, 
561, 770. — s. Kurven. 

Total s. Diffgl. 

Transformation. Eine Trf. läßt eine 
Fkt. inv. (später verlassene Definition) 
XVI, 224. — Sie läßt ein vollst. Syst. 
inv. Ebd. — Allgemeinste Trf. einer 
part. Diffgl. 1. O. IV, 18£., IX, 100, 
651f. — s. Diffgl., Berührungstrf., 
Punkttrf. 


Transformationsgruppen, ihre 
Theorie XIV, 188, 191. — Zu jeder 
einfach transitiven Trf. gehört eine re- 
ziproke XXXIX, 549, Nr. V, 762. — 
Bestimmung einer Trf. mit 3, 4, 5 Para- 
metern XLI, 559f., 769. — Trfsgr., die 
gleichzusammengesetzt ist mit der lin. 
Gr. einer hom. Mann. 560. — s. Diffgl. 

Unabhängige inf. Trf., deren Symbole 
— 0 gesetzt unabh. Gl. liefern XVIII, 
271; XXX, 441, Z. 15f., 739. 

Unbeschränkt integrabel s. Diffgl. 

Ungünstigster Fall IV, 25f., 635. 

Untergruppe s. Gruppe. 
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Variationsrechnung s. kanonische 
Systeme. 

Vereinigt liegen XII, 153, 154; a. 
Element. — Vereinigte Lage IV, 20, 
592, 670. 

Vollständige Lösung s.Diffgl. (part.) 
— Vollständiges System VII, 36 Anm., 
637. — Vollst. Systeme, die zu einer 
Fktgr. gehören VII, 36, Satz 3; VII, 
72, 80. — Ein vollst. Syst. in 2,x,p IX, 
103 Anm., 652; 105. — Ein v. Syst 
gestattet eine 'Trf. XVI, 224. — V.Sy- 
steme, die gewisse inf. B. T. gestatten 
231— 235, die in inv. Beziehung zu ge- 
wissen Fkt. stehen 235—242. — Auf- 
stellung des vollst. Syst., dessen Lös. 
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8.24, 2.7 v.u. Das F' des ersten Druckes hätte durch / ersetzt werden sollen. 

Zu Abh. V, 8.27, 2.156—5 v.u. In der Abhandlung: „Über Differential- 
invarianten“, Math. Ann. Bd. XXIV, 1884, 8. 547 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. II, $ 2, 
S. 105 f.) führt Lie diese ganze Stelle wörtlich an und bezeichnet sie als ein kurz- 
gefaßtes Programm für seine gesamten späteren Arbeiten über die Ver- 
wertung bekannter infinitesimaler Transformationen. Außerdem vgl. man auch in 
Bd. V, S. 640 die Anm. zu S. 234, Z. 1—16. 

An dieselbe Abh. V denkt Lie auch in der jetzt in Bd. V als Nr. XIV ab- 
gedruckten Abhandlung, wenn er S. 426 sagt, er habe schon 1872 die Theorie der 
Invarianten einer Gl. f= 0 gegenüber allen P. T. oder B. T. beiläufig berührt. 

S. 27, 2.6 v.u. In dem eben erwähnten Abdruck in Bd. XXIV der Math. 
Ann. hat Lie gesetzt: „Unter diese Betrachtungen.“ 

S.44, Z.2 ist hinter „Gruppe“ hinzuzufügen: [, die kein Involutionssystem ist, ]. 

S. 50. Zu Satz 8 und dem Korollare vgl. Bd. IV d. Ausg., 8. 498 -503. 

S.64, Z. 13—18. Jacobi hat noch ein zweites Verfahren angegeben, um die 
Gleichungen, in denen die unbekannte Funktion selber vorkommt, auf solche zurück- 
zuführen, bei denen das nicht der Fall ist.!) Gegen sein Verfahren sind von Bertrand 
Einwände erhoben worden, dieImschenetzky veranlaßt haben, diese zweite Jacobi- 
sche Reduktion für unbrauchbar zu erklären.*) Auf Grund einer brieflichen Mit- 
teilung von Lie hat dann A. Mayer gezeigt, daß kein Grund vorliegt, die Jacobi- 
sche Reduktion aufzugeben.?) Es erscheint daher angezeigt, die Briefstelle, durch 
die Mayer angeregt worden ist, wiederzageben; sie findet sich in einem Briefe 
Lies, den A. Mayer am 9. 11. 1873 erhalten hat und der schon auf S. 612f. und 
S. 656 benutzt ist. Es heißt da: 

„Jacobi reduziert bekanntlich Gl. 1. O., in denen die nnbekannte Funktion 
explizite vorkommt, 


(1) F (2,2, 0, Amı Dir + r Du) = I 
auf Gleichungen der Form 

| 5 a2 er. 
(2) FI re Se 7) 
Kennt man eine vollständige Lösung der letzten Gleichung der Form 
(3) yatfıı,, ---, Zah 


so kann man auch eine vollständige Lösung der ursprünglichen Gleichung finden. 
„Man hat die Jacobische Reduktion verlassen, weil man keine Methode hatte, 
um Lösungen der Form (3) zu finden. Diese Lacune werde ich in Ordnung bringen. 


„Sei 0=y— dil,a,,:::, 74) 
irgend eine Lösung von (2); alsdann ist, wie man- unmittelbar sieht: 
V=eoey— Dlet, 2,,::, 27 )= 0, 


1) Jacobi, Abh. VI, Crelle 60, S. 1, Werke V, S. 3 u. Abh. X, S. 237, Werke 
Suppl. S. 237. 
2) Imschenetzky, Abh. I, $ 14, Nr. 30. 
3) In $4 der Abhandlung: „Über die Weilersche Integrationsmethode der 
partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung“, Math. Ann. Bd.IX, 8. 366—368 (1876). 
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wo « einen Parameter bezeichnet, eine allgemeinere Lösung. Ich eliminiere nun «& 


ischen : 
zwisc PERS ar 
de 
und erhalte so eine Lösung, welche die verlangte Form: 
y— 1A... 0) 0 
dV d® 


besitzt. In der Tat, aus: Fre =y— dan‘ t 


folgt durch Auflösung: at=f(&,, . - ., %,), woraus durch Einsetzung in V=0: 
I- Win, 


womit meine Behauptung erwiesen iet. 

„Im übrigen werde ich dies später näher entwickeln.“ 

Lie hat dieses Vorhaben freilich nicht ausgeführt, vielleicht, weil es durch 
die von Mayer 1876 gemachten Entwickelungen unnötig geworden war. Erwähnt sei 
noch, daß P. Mansion schon vor Mayer das Jacobische Verfahren gerechtfertigt 
hat!); doch ist es ihm nicht gelungen, das so einfach und einleuchtend zu machen, 
wie es Lie getan hat. 

S. 105, Z.4 v. u. Im ersten Drucke steht: „Anmerkung unter der Seite“. 

S.181, 2.6 v.u.—182, Z.5. Anders ist es, wenn man zwei unabhängige 
vertauschbare infinitesimale Trff. von der Form: 


Ka, yAf, Kf=o(a,y)Af 
kennt. Vgl. Bd. V, 8. 662. 

S. 193, S. 11. In der Abh. Ann. XI, 8. 499, 2.6f. (d. Ausg. Bd. IV, Abh. III, 
S. 200, Nr. 17, am Schlusse des ersten Absatzes) ist hinzugesetzt: „und daß 
überdies alle B,(II,) sich als Funktionen von II,,...., II, darstellen lassen“. Zu 
den Entwickelungen auf $. 193 vgl. man übrigens auch Bd. V d. Ausg. 3. 689— 692. 

S. 214, Z. 9, 8, 5, 4 v. u. hätte überall » durch P ersetzt werden sollen. 

S. 219, Z.5 v.u. Die Nr. XVI a.a.0. ist ein Druckfehler. In Bd.IV d. Ausg., 
S.73 hat daher das Theorem die Nr. XVII erhalten. 

S. 219, Z.3,2 v.u. müßten eigentlich so lauten: „daß die Gruppe f, p,,:-:-,9 
[, von f abgesehen,] ebensoviele ausgezeichnete Funktionen enthält, wie die Gruppe 
der F' und © [von den F' abgesehen“. 

S. 284, 2.14 v.u. lies: mit [noch] m ausgezeichneten. Z.10 v.u. lies: 
die m [hinzukommenden] ausgezeichneten. Z.2 v.u. füge hinter 5. 479 bis 
487 hinzu: und $ 18, S. 541—5145. 

S. 309—316. Vgl. Bd. VI, Abh. XXVII (1897), S. 660f. 

S. 328, Z. 7—3 v.u. Vgl. Brioschi, Sur l’analogie entre une classe de deter- 
minants d’ordre pair, et sur les döterminants binaires. Crelle Bd. 52 (1856), 8. 133—141. 
G. Kowalewski, Einführung in die Determinantentheorie, Leipz. 1909, $ 66. Den 
Hinweis auf diese Stellen verdanke ich U. Amaldi. 

8. 472, 2.1 v.u., 8.473, Z2.3,5 sind im ersten Drucke bei den Summen 
keine Grenzen angegeben. Die untere Grenze muß an der ersten Stelle 1 sein, an 
der dritten k. 

8.473, Z. 1 lies: pP. 

8. 487, Z.9 v. u. lies: „allgemeinsten [infinitesimalen] Berührungstransforma- 
tion“. 

S. 521, Z. 15 v. u. hätte gesetzt werden sollen: „in diesem Paragraphen V 
entwickelten“. 


1) Theorie des &quations aux derivees partielles du premier ordre, Bruxelles, 
Memoire couronn& le 15. 12. 1873, erschienen in Tome XXV, 1875. Vgl. da S. 4f. 
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S. 533, Z. 5—22. Bequemer ist es, die Bezeichnungen «, ß, y, !, m, n, A, u, v 
für die Richtungskosinus von Tangente, Hauptnormale und Binormale zu benutzen. 
Dann wird: = «a, u=4, v2’ — wy =/, und die Frenet-Serretschen Formeln 
erscheinen in der Gestalt: 

da I dl BE m .3 


ua arten 


ferner ist = («+ iß): (+ iu), mithin: 


dp i-+im/1ı p 
ds Atin 3 + 3 
Aus den bekannten Beziehungen zwischen den neun Richtungskosinus folgt endlich: 
(+++ im HA Hin 0, 
was sofort (+ im): («+ iu) = iY1 + 9! liefert. 

8.534. fHier hätte bemerkt werden sollen, daß die Funktion W in Gleichung (12) 
im allgemeinen eine komplexe Funktion ihrer Argumente ist. Dieser Umstand hat 
nämlich offenbar Einfluß auf die Form der Gleichung (13). 

S. 537, 2.4. Auf Grund des 8. 752, Z. 14—1 v. u. Gesagten füge man hinzu: 
„vorgelegt im Sept. 1882“. 

Zu Abh. XXXVII, S. 545, Nr. 12 vgl. Bd. V d. Ausg. Abh. X, 8. 242, 2.6—12 
und die Anm. dazu S. 674f., ferner ebd. Abh. XIV, S. 425, Z. 7—2 v.u. und die 
Anm. dazu 8. 738. 

Zu Abh. XL, S. 553, Z. 20—23 vgl. Bd. V d. Ausg. Abh. XIV, 8,425, Z.7 
bis 4 v. u, Abh. XV, S. 428f., Nr. 2. 

Zu Abh. XLI, S. 569f., Nr. VII. Diese Nr. ist eine Anwendung von Nr. VI. 

S. 562. Bei V hätte auf Lie-Scheffers, Diffgl. (1891), S. 162—181 verwiesen 
werden sollen. 

S. 613f. Vgl. Bd. VI, Abh. XXV (1896), S. 633—636. 

S. 625, Z. 18f.: Abh. XXV, S. 620. 

S. 628f. Vgl. auch A. Mayer, „Über die Zurückführung eines vollst. Systems 
auf ein einziges System gewöhnl. Diffgl.“ Leipz. Ber. 1891, S. 448—458. 

S. 636, 2. 9f. Vgl. auch Bd. VI, Abh. II (1884), S. 103, Z. 18—14 v. u. und 
Bd. V, Abh. VII (1882), S. 234, 640. 

S. 657, 2.8. A. Mayer hatte in einem Briefe vom 1. 2. 1873 bei Lie über 
die Natanische Arbeit angefragt, und Lie hatte am 13. 2. geantwortet: „Natanis 
Arbeit werde ich bald ansehen. Ich kenne sie nur halb. Clebsch sagt im Anfange 
seiner zweiten Pfaffschen Abhandlung, daß Natani schon das Pfaffsche Problem 
auf ebenso einfache Integrationen wie Clebsch reduziert hatte. Das glaube ich, daß 
er doch nicht hatte. Baldigst mehr. Sophus Lie.“ 

S. 661—-664. Vgl. Bd. VI, Abh. XXV (1896), S. 632—687. 

S. 677, 2. 7—27. Vgl. auch d. Ausg. Bd. V, Abh. XIX (1884), S. 465, Z2.4—1v.u. 

S. 677, 2.8 lies: „Integrabilitätsfaktor von Xdy — Ydx=0 als“. 

S. 699, Z. 22 v. u. füge hinzu: Vgl. Abh. IX (1878), S. 103, 106. 

S. 706, Z. 10 müßte es heißen: „dreimal“; es ist nämlich auch die Abhand- 
lung „Untersuchungen über Translationsflächen II‘ zu erwähnen, Leipz. Ber. 1892, 
S. 569 f., 572 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XII, Nr. 4 und Teil IT). 

S. 707, Z. 18—21. Vgl. Boole, On simultaneous differential equations of the 
first order in which the number of the variables exceeds by more than one the 
number of the equations, London, Philos. Trans., Vol. 152, S. 437—454 (1862). In 
dieser Arbeit hat Booie übrigens gleichzeitig mit Bour das System von linearen 
part. Diffgl 1. O. aufgestellt, das dem Mongeschen totalen Systeme entspricht (vgl. 
S. 619f.). Lie hat diese Arbeit offenbar nicht gekannt, ebensowenig wie eine auch 
sonst fast immer übersehene Abhandlung von Augustus de Morgan, On some 
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points in the theory of differential equations, Cambridge Philos. Soc. Trans., Vol. IX, 
S. 515—554 (1856; Read March 27, 1854). Die letztere enthält auch schon das eben 
erwähnte System von lin. part. Diffgl. und überhanpt viele, für die Zeit ihres Er- 
scheinens bemerkenswerte Dinge. Z. B. wird erwähnt, daß eine Monge-Ampere- 
sche Gl., bei der die beiden Scharen von Charakteristiken zusammenfallen, unter 
Umständen unendlich viele intermediäre Integrale besitzt. Vgl. hier Abh. I, S. 2, 
2.10 v.u., 8.3, Z.1f, S. 705, Z.10-—15. 

S. 731, Z. 25°—28. Erinnert man sich, daß die oo! senkrechten Trajektorien 
der oo! geodätischen Linien durch einen Punkt immer Kurven von konstanter geo- 
dätischer Krümmung sind, so ergibt sich das noch einfacher. Berechnet man näm- 
lich für die durch f’= 0 bestimmte Kurvenschar die geodätische Krümmung und 
setzt sie gleich einer willkürlichen Konstanten, so erhält man im allgemeinen die 
endliche Gleichung der Kurvenschar. Dieses Verfahren versagt nur dann, wenn die 
00! geodätischen Linien durch einen unendlich fernen Punkt gehen, denn da haben 
die oo! Trajektorien alle dieselbe konstante geodätische Krümmung: sie sind ja 
Lobatschefskijsche Grenzkreise. 

S. 731, 2.6 v.u. Vgl. auch Lie-Scheffers, Diffgl. (1891), S. 260, 371—373. 

S. 752, Z. 14, 13 v.u. Eine Abhandlung über denselben Gegenstand wie auf 
S. 537—541 hatte Lie übrigens schon 1878 angekündigt; s. Bd. V d. Ausg., Abh. V, 
S. 197, Z. 13, 12 v. u. und die Anm. dazu, S. 634. 

S. 752, Z. 5,4 v. u. Bestätigt wird das durch eine Bemerkung Ann. XXV, 1885, 
S.74, Z.18—16 (d. Ausg. Bd. VI, Abh. III, S. 142): „So z. B. fand ich, daß die Inte- 
gration einer irreduktiblen Hilfsgleichung zweiter Ordnung immer geleistet werden 
könnte, wenn ein Integral erster Ordnung derselben gefunden war.‘‘ In einer zu 
dem Worte „war“ gehörigen Anm. unterm Texte verweist nämlich Lie auf die 
beiden Abh. Bd. III d. Ausg. Nr. XXXVII und XXXVII und denkt dabei offenbar 
insbesondere an Abh. XXXVIII, S. 546, Z. 11—13. 

S. 753f. Mein Beweis für den Lieschen Satz ist inzwischen ohne wesentliche 
Anderung in der Mathematischen Zeitschrift im 11. Bande auf S. 301—304 wieder- 
gegeben und zwar als Zusatz zu einer Abhandlung von P. Franck, Die Asymptoten- 
ebenen eines Flächenpunktes und seine Liesche F\,, ebd. S. 289—304 (1922). 

S. 760, Z.22. Abgedruckt in den Oeuvres de G. H. Halphen, Bd. II, 1918, 
S. 197—253. Hier hätte auch die in Bd. VI d. Ausg. 8. 794, Z. 15—11 v.u. an- 
geführte Abh. von 1876 genannt werden sollen. 

S. 760, Anm. zu S. 545, 2.6,5 v.u. Vgl. in Bd. V d. Ausg., Abh. X (1883), 
S. 242, Z. 6--12 und die Anm. dazu, 8. 674. 

S. 760£., Anm. zu $. 546, 2.4—8. Vgl. Bd. V d. Ausg. S 689, 2.4 v.u.— 694. 
Bd. VI, S. soß f. 

S. 763, Z. 3 ist hinzuzufügen: Vgl. ferner Bd. VI d. Ausg. S. 822, Z.18—13 v.u. 

S. 769, Z.2 v.u.—770, Z.2 muß es heißen: Das „früher“ bezieht sich auf 
die vom Dec. 1882 stammende Note: „Über gewöhnliche Differentialgleichungen, 
die eine Gruppe von Transformationen gestatten“. Arch. Bd. VII, S. 443f., d. Ausg. 
Bd. V, Abh. IX, S. 238. 
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